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1637 年 法 同 数 学 家 费 马 提出 一 个 数 节 狂想 ,于 
1994 身 -由 怀 水 斯 给 出 证 明 , 散 认为 是 20 世纪 纯粹 数 
学 的 :项 重大 成 就 .证 时 由 使 用 了 近年 来 在 代数 . 数 沦 
和 邱 何 学 方面 的 许多 和 下 大 研究 成 果 . 目 书 较为 通俗 地 
介绍 300 多 年 来 人 们 攻克 党 弓 猜 想 的 历史 进 竺 ,人 在 铬 
决 费 马 猜想 中 产生 的 创新 思想 和 方法 ,以太 对 发 展 数 
学 的 推进 作用 - 
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内 讽 县 仙人 二 麻吉 放生 各 色 普 遇 晤 册 吓 渐 好 各所 其 
革 羡 小 贞 退 师 呈 入 以、 辆 丈 加 这 本 注 吕 情 w 划 本 用 mn 
暑 亚 如 各 文 杰 项 网 并 如 并 训 江 下 加 本 罗 和 折 主 及 区 
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出 版 说 明 


1956 年 ,为 了 问 青 少年 传播 数学 知识 , 科 
学 出 版 社 配合 我 国 首次 举办 的 高 中 数学 竞赛 ， 
出 版 了 老 一 辈 数学 家 华罗庚 教授 的 《从 杨辉 三 
角 谈 起 》 和 段 学 复 教 授 的 《对 称 》 在 20 世纪 60 
年 代 初 ,这 两 本 书 连同 其 他 一 些 著名 数学 家 所 
写 的 科普 著作 ,被 北京 市 数学 会 编 成 小 丛书, 相 
继 由 不 同 的 出 版 社 出 版 ,并 多 次 重印 . 

由 数学 大 师 和 著名 数学 家 亲自 执笔 撰写 的 
这 套数 学 小 从 书 是 我 国 数学 普及 污 物 中 的 精 
品 , 曾 激发 一 代 青少年 学 习 数 学 的 兴趣 . 书 中 将 
涵 的 深刻 而 富有 启发 性 的 思想 ,促进 了 无 数 中 
学 生 在 求学 的 道路 上 健康 成 长 . 当年 这 套 小 从 
书 的 许多 读者 ,现在 已 经 成 为 学 有 所 成 的 科学 
技术 工作 者 ,国家 建设 的 栋梁 之 才 . 当 年 由 老 一 
辈 数学 家 所 佣 导 的 我 国 的 数学 竞赛 活动 ,现在 
已 经 得 到 蓬勃 的 发 展 .我 国 自 1986 年 正式 参加 
国际 数学 奥林匹克 竞赛 以 来 ,历届 都 取得 总 分 


第 -或 第 一 的 好 成 绩 . 近年 来 ,我 国 


的 数学 普及 


读物 无 论 是 品种 还 是 数量 部 在 增加 ,但 是 这 套 
数学 小 从 届 仍 然 无 愧 是 其 中 别 具 特 色 的 瑰宝 ， 
理应 成 为 传世 之 作 . 因 此 ,我 社 取得 作者 或 其 继 
厚 人 的 同意 ,并 人 在 可 能 的 条 件 下 .请 作者 本 人 或 
相关 学 者 对 重新 编辑 的 书稿 进行 了 审 订 ,重新 
刊行 这 套数 学 小 从 书 ,以 维 广 大 青少年 读者 . 
数学 是 几 干 年 人 类 智慧 的 结 最 ,是 一 1 门 丰 
老 而 义 常 新 的 科学 . 借 此 从 书 再 版 之 机 ,我 们 特 
别 增加 隔 相 新书: 义 言 林 教 授 等 的 《祖冲之 算 x 
之 这 ?和 汉 克 勤 教授 的 《 费 马 猜想 》. 前 者 介绍 中 


国 古 代数 学 的 一 项 重大 成 就 ,后 者 阐述 数学 史 


上 的 一 个 著名 猜想 一 一 费 马 定理 历经 300 多 年 
终 十 在 20 拱 纪 末 被 让 明 的 故事 ,我 们 柑 信 读者 


从 中 将 会 受到 启迪 ，. 
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1637 年 ,法国 数学 家 费 马 (Fermat) 提 出 如 
下 的 猜想 :对 丁 每 个 大 于 2 的 正 整数 ,任意 两 
个 正 整数 的 =” 次 方 之 和 不 能 为 另 :个 正 整 数 
的 ”次 方 .也 就 是 说 ,方程 x” + y"” = z" 没有 于 
整数 解 (x ,y,z). 这 就 是 著名 的 费 马 猜想 .这 个 
猜想 是 如 此 简单 易 懂 , 可 是 要 证 明 却 出 人 意料 
地 艰难 .300 多 年 来 ,许多 专业 数学 家 和 业余 数 
学 爱好 者 为 解决 此 猜想 作 了 不 多 的 努力 ,其 中 
包括 像 欧 拉 (Euler) 等 - - 些 大 数学 家 的 努力 ,最 
终于 1994 年 由 41 岁 的 英国 数学 家 怀 尔 斯 (A. 
和 Wiles) 所 广 明 .这 项 工作 被 认为 是 本 世纪 最 重 
要 的 理论 数学 成 就 之 一 . 

费 蕊 猜 息 是 关于 整数 性 质 的 一 个 论断 , 它 
属于 数学 的 -- 个 古老 分 支 :数论 ,这 是 研究 整数 
性 质 和 方程 整数 解 的 一 种 学 问 .数论 中 有 许多 
简单 易 介 的 问题 和 狂想 ,其 中 有 一 些 至 今 仍 未 
解决 (例如 哥 德 巴赫 问题 ) .这 些 数 论 难 题 是 对 
人 类 智慧 的 一 种 挑战 ,而 人 们 为 解决 这 些 难题 
所 作 的 贡献 ,是 对 数论 万 至 整个 数学 发 展 的 巨 
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大 推动 .在 党 与 猜想 的 研究 过 程 中 ,创造 了 研究 
数 沦 的 许多 新 方法 ,建立 了 数论 的 新 分 支 , 使 用 
了 儿 们 ,代数 和 分 析 学 的 各 种 .上 具 , 发 现 了 费 马 
狂 楚 与 数 学 其 他 领域 的 奇妙 而 深刻 的 联系 . 它 
的 意义 远 远 超 过 了 证 明 费 马 猜想 这 个 事实 本 
身 . 费 马 猜想 的 证 明 历 程 充分 而 示 出 ,现今 鞍 勃 
展 的 数学 是 一 个 有 机 的 整体 ,不 同 数学 分 支 
的 相互 交叉 和 渗透 是 产生 数学 新 思想 和 创造 数 
学 重大 成 果 的 源泉 . 

高 斯 称 数论 是 “数学 的 皇后 ”. 当今 的 数论 
已 发 展 成 一 门 十 分 艰深 的 学问 ,例如 怀 尔 斯 对 
费 乌 猜想 的 证 明 就 是 非常 难 私 的 .但 是 近年 来 ， 
数论 在 实际 领域 中 得 到 广泛 而 深刻 的 应 用 .这 
主 归 是 由 于 20 世纪 60 年 代 以 来 计算 机 技术 和 
数字 通信 技术 的 飞速 发 展 ,使 得 数论 和 其 他 离 
散 数 学 成 为 计算 机 科学 和 通信 工程 的 重要 数学 
工具 .特别 是 一 些 重大 数论 成 果 的 应 用 ,使 技术 
领域 发 生 了 巨大 变革 ,显示 了 纯粹 数学 理论 对 
实际 的 推动 作用 . 

本 书 向 读者 展示 费 马 猜想 的 历史 进程 . 基 
于 本 书 的 通俗 性 要 求 和 限于 作者 的 能 力 ,我 们 
不 可 能 讲述 费 马 猜想 的 严格 证 明 ,但 试图 勾画 
人 们 在 研究 费 马 猜想 过 程 中 所 创造 和 使 用 的 数 
学 思想 和 方法 ,介绍 与 费 马 猜想 有 关联 的 近代 
数论 的 发 展 . 
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数 (shi) 趣 源 于 数 (shi) …………………… 
算术 基本 定理 … a 
中 国 剩余 定理 … 
同 余 类 环 和 有 限 域 … 
费 马 猜想 einstos 
二 平 站 和 站 是 和 高斯 整数 环 ，， 


了 数 (shi) 起 源 于 数 (shi) 


我 们 要 膨 五 小 节 的 篇 旺 米 讲述 费 马 猜想 之 
前 的 数论 ,介绍 数论 是 如 何 产 生 的 ,在 费 马 猜想 
之 前 人 类 所 掌握 的 数论 知识 .在 介绍 费 马 猜想 
之 前 的 数论 历史 的 过 程 中 ,我 们 将 着 重 讲述 与 
费 马 猜想 有 关 的 初等 数论 重要 内 容 ,概念 .术语 
和 符号 .这 - 节 先 谈 谈 数论 的 起 源 和 古代 数论 

和 艺术 、 天 文 .- 样 ,数学 是 人 类 最 占 老 的 精 
神 文 明之 一 ,数学 的 萌 厅 产生 于 文字 发 明之 前 ， 
中 今 至 少 有 六 七 干 年 的 历史 .古代 人 类 各 居 在 
气候 温和 ,空气 湿润 ,土壤 肥沃 的 大 河流 域 .这 
就 是 尼罗河 流域 的 埃及 ,底格里斯 河和 幼 发 拉 
底 河流 域 的 巴比伦 (现在 伊拉克 的 地 方 ), 便 河 
流域 的 印度 和 黄河 长 江 流 域 的 中 国 .数学 起 源 
于 这 四 大 文明 古国 . 

数 (sm) 起 源 于 数 (shm) ,其 (lioang) 起 源 于 量 
(lieng). 人 有 生老病死 ,每 个 氏族 部 落 的 成 员 经 
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常 发 和 变化 (增多 或 减少 ); 每 次 疗 猜 归来 ,再 要 
估 咯 猜 物 的 多 赛 , 分 配 食物 时 需要 把 猎物 和 氏 
族 成 员 的 多 少 加 以 比较 ;尼罗河 每 年 洪水 泛滥 ， 
洪水 退去 之 后 ,需要 重新 丈量 土地 ;建筑 房 座 、 
堤 需 和 巨大 的 金 尝 塔 , 需 要 计算 各 种 图 形 的 面 
积 和 体积 ,所 以 数学 产生 于 对 数量 的 认识 和 对 
几何 图 形 的 认识 ,而 最 早 认 识 到 的 数 是 1,2,3 
这 些 正 整 数 . 
现在 ,每 个 幼 外 园 的 孩子 都 可 以 数 出 1,2， 
3 及 更 大 的 数字 ,但 是 在 几 千 年 之 前 ,人 们 从 3 
只 羊 .3 个 人 和 3 块 石头 中 间 提 拱 出 它们 共同 
的 性 质 ,产生 了 数 3 的 概念 ,是 非常 不 简单 的 . 
考古 学 家 发 现 ,在 有 文字 之 前 ,人 们 是 用 石子 、 
沙 粒 、 树 枝 和 贝壳 等 实物 来 计数 的 .1930 年 , 美 
国 的 考古 队 在 傻 拉克 境 内 发 现 一 个 封口 泥 钠 ， 
泥 饶 表 面 画 着 一 种 牲畜 , 缸 里 有 48 颗 泥 粒 , 这 
表示 泥 多 的 主人 曾经 有 过 48 头 这 种 牲畜 .中国 
史书 上 有 “上 十 结 绳 而 治 " 一 说 ,人 们 在 绳 上 打 
几 个 结 , 用 来 记载 有 几 个 事物 .对 于 少量 物品 ， 
大 们 用 手指 计数 ,物品 多 了 则 用 树枝 在 泥巴 上 
刻 痕 ,或 用 刀具 在 动物 骨 骼 上 刻 线 . 
大 约 在 公元 前 4000 年 ,人 类 发 明了 文字 . 
各 种 数目 以 国定 的 形式 书写 成 文字 的 形式 ,这 
就 是 数字 .看 一 看 各 文明 古国 不 同 的 数字 表达 
方式 是 非常 有 趣 的 .在 埃及 ,最 初 的 文字 是 象形 
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的 ,用 树枝 萨 着 炭 计 , 写 在 芦 草 挤 斥 晒 于 而 成 的 
纸 昔 上 ,这 些 数 字 为 : 


INeEeESs OWO 


1 让 100 000 -In000 -Ion000 O0000 Ino00000 


例如 ,6 表示 成 澳 ,300 表示 成 CR@ 等 等 . 

-在 巴比伦 ,用 闻 尖 的 木 棒 在 半 湿 的 软 泥 板 

上 书写 文字 ,每 个 笔画 的 形状 是 俐 形 , 称 作 横 形 
文字 , 数 宁 写成 : 


r < > <<Yyy 


1 10 100 23 


在 印度 ,公元 前 2 下 纪 数 字 表 示 成 如 下 的 
婆罗 门 式 记号 : 


一 一 = rf + 7D 
1 2 3 4 5 6 了 
请 ™ 4 
2 0 20 0 40 Sn #0 


大 家 会 发 现 ,其 中 的 6 和 7 与 现在 表达 方 
式 很 相像 .事实 上 ,在 13 世纪 初 ,阿拉 伯 人 把 印 
度数 宁 加 以 变化 传 到 欧洲 ,被 欧洲 人 称 为 阿拉 
自 数字 ,就 是 我 们 今天 普遍 采 用 的 数字 . 
在 中 国 , 数 日 字 也 出 现 得 很 早 , 距 今 约 
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6000 年 前 的 西安 半 踊 村 新 石器 时 代 遗 此 中 有 
刻 在 陶器 上 的 数字 : 


Xs 人 十 > Ms luo feo 
我 国 系统 的 数目 字 大 约 出 现 华商 代 ， 


骨 文书 写 的 数字 有 ， 
X 让 下 A 区 总 
5 6 7 $9 


一 1 
1 In 


= 王 
了 


* 届 


加 


另 有 百 \ 干 、 万 等 高 位 值 符号 : 


B55 } 


到 了 春秋 时 期 (公元 前 700 ~ 公元 前 476 
年 ), 我 们 的 祖先 创造 了 用 算 筹 表示 数字 和 进行 
运算 的 “ 筹 算 ” 算 筹 通常 用 竹子 刻 成 , 形 如 簧 
子 , 汉 朝 的 算 筹 长 约 13 厚 米 ,用 算 筹 摆 出 的 数 
字 有 纵横 两 种 形式 : 


se 种 T 开 开机 
必 


记 数 时 个 位 常用 纵 式 ,依次 横 织 相间 ,如 


过 罕 使 空 一 位 .如 6143 的 筹 式 为 上 | 三川 ， 
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306 的 筹 式 为 和 本 .这 种 计数 方法 实质 乒 就 
是 现 柚 采用 的 十 进位 记 数 方法 -在 明代 珠算 毅 
被 普遍 使 用 之 前 ,我 国 古 代 - 直 用 算 筹 进行 四 
由 运算 .春秋 时 期 中 国 就 有 了 计算 乘法 的 本 诀 : 
九 九 表 ( -一 得 一 ,一 二 得 二 ,二 二 得 四 ，…… 一 
直到 九 九 八 十 --) .不 仅 如 此 ,中 国 也 是 最 早 兴 
识 到 分 数 并 日 建立 分 数 运 算 的 国家 .大 约 在 战 
国 末期 ,我 国 数学 家 就 把 分 数 看 成 是 两 数 相 除 ， 


用 算 筹 表 示 是 被 除数 放 在 除数 的 上 面 , 例 如 起 
表示 成 : 


一 下 
| 


这 与 现在 的 分 数 记 法 不 同 之 处 只 是 差 一 条 
分 数 线 .在 我 国 著 名 的 鼎 算 书 《 九 章 算 术 了 写 于 
公元 前 1 世纪 ) 中 已 经 有 通 分 . 约 分 及 分 数 四 由 
运算 等 相当 完整 前 分 数理 论 , 比 当时 埃及 等 其 
他 国家 要 先进 很 多 . 
随 着 生产 的 发 展 和 生活 的 进步 ,如 何 表示 
大 的 数目 ,是 个 非常 重要 和 产 肃 的 问题 .开始 
时 ,一些 大 的 数 日 用 专门 的 文字 或 符号 表示 : 比 
如 前 而 所 示 , 埃 及 人 把 100 记 为 他 ,把 10 万 记 
成 像 小 岛 - 样 ,中 国 的 甲骨 文 也 把 100, 1000， 
10000 表示 成 特定 的 符号 .这 种 方法 在 茶 种 程 
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诬 上 可 以 记 下 大 数 ,可 是 运算 很 不 方便 . 

新 记 数 方法 的 发 明和 普遍 采用 ,是 古代 数 
学 的 -个 重大 进步 ,这 就 是 发 明了 “定位 市 ”以 
我 们 现在 采用 的 十 进 制 为 倪 , 我 们 只 筷 要 十 个 
符号 0.1,2,3.4,5,6,7,8,9 就 可 以 表示 任意 大 
的 止 整数 .每 个 数 从 右 到 左 依次 为 “个 位 ”十 
位 ",“ 百 位 ”, 等 等 .例如 213 的 3 在 个 位 表示 
3, 市 1 在 十 位 表示 10, 数 字 2 在 百 位 表示 200， 
所 以 213 为 200 + 10+ 3, 表 示 武 估 壹 抬 参 这 个 
数 . 也 就 是 说 ,每 个 数字 代表 的 数值 由 它 所 处 的 
位 置 决定 .两 个 数 相 如 时 ,相同 位 置 上 的 数字 相 
加 ,超过 10 时 则 向 前 ( 即 向 左 ) 进 位 ,减法 则 需 
要 “ 借 位 ”. 这 种 定位 制 表示 数 的 方法 和 运算 方 
法 非常 方便 ,一直 使 用 到 今天 .中 国 的 筹 算是 世 
界 上 最 早 的 十 进 制 计数 利和 运算 的 工 其 ,后 人 的 
改进 只 是 采用 了 更 方便 的 阿拉 伯 数 字符 号 . 

在 东方 文明 国家 采用 定位 制 计数 和 运算 之 

后 ,欧洲 一 直 保 留 陈 旧 的 记 数 方式 : 古 罗马 数 

字 , 这 种 数字 一 直到 今天 还 用 在 时 钟 钟 面 \ 日 
上 .书稿 的 章节 分 类 等 方面 ,大 约 存 公 元 前 后 罗 
马 大 用 7 了 个 基本 符号 表示 数 : 


1 Vv Xx L Cc 卫 M 
1 5 10 50 100 500 -1000 
例如 3 表示 成 [I1, 而 800 就 要 连 写 8 个 已 或 者 
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写成 BCCC ,后 来 为 了 简化 又 创造 了 一 个 新 规 
虽 . 邯 数值 较 小 的 符号 放 在 数值 较 大 符号 之 左 
边 时 , 则 从 大 数值 减 去 小 数值 ,例如 VI 表示 6， 
而 1Y 表示 4( 不 写成 IIID .同样 ,CD 是 400 而 
DC 足 600,. 于 是 89 可 以 简 和 与 成 XXCIX. 在 罗马 
帝国 灭亡 L476 年) 后 的 700 多 年 间 , 西 欧 人 供 
然 使 用 这 种 过 于 复杂 的 罗马 数字 ,这 也 是 造 成 
在 相当 长 的 : 段 时 间 昱 ,西方 数学 落后 于 东方 
数学 的 原因 之 --, 从 这 段 历 史 可 以 看 出 ,一 套 好 
的 数学 符 叶 对 于 数学 的 发 展 是 多 人 么 重 曲 ! 

有 了 落 数 概念 、 整 数 表达 方式 和 方 使 的 记 
数 方法 ,由 于 生产 和 生活 的 需要 发 明了 整数 的 
四 则 运算 ,并 且 要 解决 关于 整数 的 各 种 实际 回 
是 .这 就 产生 了 研究 整数 性 质 和 方程 整数 解 的 
学 间 : 数 论 . 数 论 的 记 史 大 约 有 3000 告 , 起 源 十 
霹 代 的 东方 .中 国 最 早 的 数学 著作 《 周 肯 算 经 》 
(大 约 写 于 公元 前 235 年 宇 公 元 前 145 第 之 问 ) 
的 并 篇 就 记载 了 西周 人 商 高 知道 方程 x? + y 
= z? 有 整数 解 (x,y,z)= (3,4,5). 另 一 部 数 
学 著作 《人 孙子 算 经 江 公 元 4~5 世纪 ) 载 有 " 物 不 
知 数 "问题 ,研究 整数 的 辐 余 性 质 , 被 世人 称 为 
“中 国 剩余 定理 ”. 东方 各 国 的 数论 (乃至 整个 数 
学 ) 主 要 基于 实践 ,具有 鲜明 的 直观 .实用 和 算 
法 特性 -而 在 二 希腊 数学 那 旦 (公元 前 6 志 纪 至 
公元 3 世纪 ) ,数论 (和 几何 ) 的 研究 具有 理性 思 
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瓣 的 特点 , 古 希 腊 数 学 成 为 世界 数学 史 的 一 个 
黎 烛 时 期 ,这 有 着 深刻 的 地 理 因 素 和 社会 根源 ， 

公 匹 前 8 世纪 到 公元 前 656 志 纪 , 和 希腊 人 从 
半 农 半 牧 的 氏族 公社 一 牙 而 为 以 手工 业 和 商业 
为 主 的 奴隶 制 城邦 国家 的 联合 体 , 从 地 中 海 东 
北角 沙 的 僻 居 乡 民 发 展 成 精通 航海 贸易 ,控制 
了 整个 地 中 海航 道 的 当时 欧洲 最 先进 民族 . 这 
种 社会 发 展 过 程 促 使 希腊 人 不 断 革 新 ,破除 保 
守 盘 于 探索 未 知 领域 .他 们 从 近邻 埃及 和 巴 
比 伦 那里 学 习 了 历史 悠久 的 文化 遗产 .他 们 有 
充分 发 展 的 奴 束 制 社会 分 工 , 使 -部 分 贵族 和 
自由 民有 足够 多 时 间 用 于 学 习 和 研究 .他 们 党 
尚 思辩 ,追求 以 演绎 推导 的 方式 得 出 普遍 适用 
的 一 - 般 真理 . 

在 古代 大 多 数 民 族 中 ,人 们 对 于 自然 充满 
入 】 惧 的 心理 .在 雷鸣 电 闪 而 前 ,在 风暴 和 洪水 中 
为 生活 和 生存 而 挣扎 .人 在 自然 面前 感到 软 验 
无 力 ,把 各 种 自然 现象 归结 于 神 的 意 旨 .但 是 希 
腊 人 不 仅 在 身体 上 直立 起 来 ,而 旦 在 精神 土 也 
站 了 起 来 .他 们 认为 各 种 自然 现象 是 有 规律 的 ， 
而 且 人 是 可 以 认识 自然 现象 的 规律 的 .人 们 用 
什么 来 认识 自然 规律 呢 ? 他 们 的 答案 是 用 数 
学 .大 们 认识 世界 的 一 个 最 根本 问题 是 :世界 是 
由 什么 组 成 的 ?这 是 古代 各 民族 哲学 家 的 思考 
对 象 . 在 中 国 曾 有 “五 行 说 ”, 即 世 界 是 由 “人 金 ， 
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本 ,水 , 火 , 土 "构成 的 -在 丘 希 腊 哲 学 家 中 最 早 
致力 二 探讨 万 物 本 原 的 是 哲学 家 和 数学 家 泰勒 
斯 ( 约 公元 前 625 ~ 公元 前 547) ,但 影响 最 大 的 
是 他 的 学 生 毕 达 哥 拉 斯 ( 约 公元 前 580 ~ 公元 
前 500) ,他 认为 万 物 之 本 原 是 数 , 则 所 谓 “ 万 物 
输 数 ”. 这 一 学 派 认 为 :“ 和 任何 一 种 东西 之 所 以 能 
够 被 认识 ,是 因为 包 会 一 种 数 ;没有 这 种 数 , 心 
灵 什 么 东西 也 不 能 思考 ,什么 东西 也 不 能 认 
识 - " 正 是 这 种 哲学 思想 促使 希腊 人 对 于 整数 的 
研究 到 了 入 迷 的 地 步 ,使 他 们 对 于 整数 抽象 性 
质 的 关心 超过 了 对 世俗 生活 的 需要 .所 以 ,在 古 
希腊 背 学 和 数学 是 在 -起 的 .数学 是 哲学 的 最 
重要 思考 方式 和 手段 ,在 社会 中 具有 极为 重要 
的 地 位 ， 

古 希 腊 数 学 的 最 重要 数论 成 就 集中 反映 在 
两 本 数学 著作 中 .一 本 是 欧 儿 时 得 (公元 前 330 
年 至 公元 前 275 年 ) 的 著作 《几何 原本 》. 这 本 著 
作 共 13 卷 ,其 中 有 3 卷 讲述 数论 .现在 列举 书 
中 最 重要 的 几 项 成 果 . 首 先 , 书 中 讲述 了 初等 数 
论 的 基石 : 

算术 基本 定理 ”每 个 大 于 1 的 整数 均 可 惟 
一 地 表示 成 有 限 个 素数 的 线 积 . 

这 个 定理 给 出 了 正 整数 进行 ( 乘 性 分 解 的 
重要 性 质 . 一 个 大 于 1 的 还 整数 n 称 为 素数 
《或 称 为 质数 ) ,是 指 它 不 能 写成 两 个 均 小 于 m 
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的 正 整 数 的 乘积 (或 者 说 ， 


除了 1 和 nn 之 外 ,nn 


没有 上 其 他 了 


E 整 数 因子 ) .和 如果 
则 m 可 表示 成 a5, 其 中 心 利 


n( 守 2) 不 是 素数 ， 
4 均 是 比 n 小 的 止 


整数 (所 以 a 和 5B 也 都 大 于 1). 如 果 a 和 5 仍 


不 是 素数 ,再 继续 分 解 ,上 
意 小 ,所 以 经 过 有 限 步 分 解 
素数 .因此 一 定 能 表示 
和 :n= pp 
多 个 素数 表示 成 pl ,pz，… 


于 分 解 后 的 


“pi (今后 我 人 


因子 请 来 
之 后 ,每 个 因 于 都 是 
成 有 限 个 素数 的 乘 
] 常 用 p 表示 素数 ， 
和 要 部 分 


) 定 理 的 更 寻 


是 涪 将 半 表 示 成 素数 乘积 的 表达 方式 (本 质 


上 ) 是 惟一 的 .确切 地 说 ,如 
种 方式 表达 成 素数 乘积 ; 


n= pip2™ 


则 必然 1 =;s, 邮 是 同 
并 且 素 数 pi,…,p， 
是 前 后 次 序 的 不 同 ， 

样 的 上 个 素数 .这 是 村 
给 出 了 相当 严密 的 证 
猜想 的 早期 研究 中 , 主 
是 对 这 个 惟 - 因 


Pp: 


=p 
样 多 个 (: 个 ) 素 数 的 乘积 ， 
和 素数 天 … 
车 不 考 虚 次序, 则 人 它们 是 同 
当 深 刻 的 结果 . 古 希腊 人 
明 ,我 
要 是 
于 分 解 定理 重 
作 正 整数 分 解 时 , 崇 数 是 最 基本 的 "原子 ”， 


果 m( 2) 可 以 用 两 
p', 


7 
1P2 


,p7 至 多 只 
门将 会 看 到 ,在 费 马 


得 益 于 以 更 高 的 视 
新 加 以 审视 . 


所 有 大 于 1 的 正 整数 都 是 


穷 多 个 .《 儿 何 原本 》 中 给 出 


上 


-10 . 


由 素数 相 乘 得 来 . 希 


殿 人 间 : 素 数 有 多 少 ? 他 们 的 答案 是 :素数 有 无 


了 证 明 , 这 个 证 明 现 


在 许多 中 学 生 都 知道 :假如 素数 只 有 有 限 多 个 ， 
pl,"…, pi: 计 我 们 考虑 正 整数 n= PP …P 二 
1. 按 着 算术 基本 定理 ,n 应 当 是 一 些 素 数 的 乘 
积 .但 已 假定 素数 只 有 pi, pz，…:p ,所 以 这 上 
个 素数 当中 必 有 某 -- 个 为 n 的 因子 . 另 一 方面 ， 
Pi"… ,Pi 均 不 能 除 尽 n= pj… p+ 1, 即 均 不 
能 是 n 的 因子 ,等 致 巴 盾 . 这 就 证 明了 素数 必 
有 无 穷 多 个 .这 可 能 是 数学 历史 上 第 一 个 反 证 
法 的 证 明 .除了 这 种 纯 思 办 的 结果 之 外 , 占 希 腾 
人 还 对 任意 正 整 数 n 给 出 ~- 种 实际 方法 (“ 筛 
法 ”), 求 出 不 超过 nn 的 所 有 素数 .100 以 内 的 素 
数 为 :2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41， 
43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97. 

第 三 个 重要 结果 是 欧 几 里 得 算式 , 即 通常 
所 说 的 “ 带 余 除 式 ”; 用 正 整数 6 去 除 正 整数 a， 
惟一 地 得 到 商 g 和 余数 7, 邮 


a=bgq+t+r, 


其 中 g 是 非 负 整数 ,余数 > 为 整数 ,并 且 0<r 
< 上 8. 利用 带 余 除 式 , 欧 儿 里 得 还 给 出 求 两 个 整 
数 最 大 公 因 子 的 辑 转 相 除 法 . 

我 们 要 介绍 的 最 后 一 个 结果 是 : 欧 几 里 得 
的 书 中 给 出 了 方程 x* + y* = 2? 的 全 部 正 整数 
解 . 要 注意 此 方程 的 正 整数 解 有 无 穷 多 个 . 书 中 
利用 整数 的 性 质 推导 出 所 有 正 整数 解 的 表达 
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式 . 我 们 将 在 下 节 讲 这 件 事 .2000 多 年 前 古 希 
腊 的 这 些 数论 结果 ,看 今天 看 来 仍 是 令 人 惊叹 
的 . 

古代 数学 中 对 数论 的 研究 常常 与 几何 学 结 
合 在 一 起 .例如 将 方程 x* + y? = z? 的 解 x ,yy， 
z 看 成 是 直角 二 角形 三 条 边 的 长 度 , 在 中 国 称 
之 为 勾 . 股 和 芝 - 古 希腊 的 另 :重要 数学 著作 是 
竺 番 图 的 《算术 3 公元 3 世纪 ) ,这 是 历史 上 第 
一 部 脱离 开 几 何 学 完全 讲述 数论 的 著作 .这 本 
书 人 研究 了 300 多 个 数论 问题 ,列举 了 :- 些 -次 
和 和 二 次 方程 (组 ) 的 有 理 数 解 和 整数 解 的 各 种 方 
法 .这 不 节 对 于 费 马 猜想 具有 特 珠 的 意义 ,因为 
正 是 费 马 在 1000 多 年 之 后 阅读 此 书 时 提出 了 
费 马 猜想 ! 

以 上 我 们 粗略 地 介绍 了 古代 数论 (或 叫 初 
等 数论 ) 的 历史 ,下 面 四 节 我 们 就 初等 数论 的 一 
些 重要 内 容 作 稍微 仔细 地 叙述 . 


局 算术 基本 定理 


每 个 大 于 1 的 整数 n 均 可 表 朱 成 有 限 个 
素数 的 乘积 : n= pp2…p, ,并 且 若 不 沽 典 这 些 
素 因 子 的 次 序 , 这 个 表 法 式 是 惧 一 的 .所 以 若 把 
素 因子 从 小 到 大 排列 :pi <p; 拟 … 筷 pi, 那 么 
上 面 的 分 解 式 就 完全 是 惟一 的 .如 果 再 把 相同 
素数 因子 的 乘积 写成 方 守 形 式 ( 如 100 =2x2 
x5x5=22x5?), 那 么 算术 基本 定理 就 可 表达 
成 如 下 形式 : 

每 个 大 于 1 的 正 整数 n 均 可 惟一 地 分 解 


成 
n= pr pep (2.1) 


其 中 pi Pa， *» Ps 是 素数 ,pi <pi1<"<p,s 
而 ws ,022,… ,a 均 是 正 整 数 .公式 (2.1) 称 为 a 
的 标准 分 解 式 ， 
我 们 说 这 条 定理 是 数论 的 基石 ,是 因为 用 
它 可 研究 整数 的 许多 性质 .整数 的 一 个 重要 性 
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质 是 整除 性 问题 .首先 我 们 介绍 一 些 术 语 和 符 
号 ,其 中 大 多 数 术语 是 大 家 所 熟悉 的 . 

设 ec 和 是 整数 ,其 中 e 产 9. 如 果 存 在 整 
数 c ,使 得 5 = ac, 我 们 称 a 整除 5( 或 称 &8 被 a 
整除 ), 表 示 成 a16. 而 称 a( 和 ce) 为 8 的 因子 ， 
称 上 6 为 a( 和 4c) 的 偿 数 . 换 各 话说 ,a 整除 5b 是 
指 bia 为 整数 .如 果 a 不 整除 8( 即 Bia 不 是 整 
数 ), 则 表示 成 a + 5. 例 如,( 一 3)16,31( -6)， 
4 + 6. 对 于 每 个 整数 n,( +1)1n. 而 对 子 每 个 
非 零 整 数 n,n10. 

车 c 是 整数 a 和 8 的 因子 , 则 < 称 为 a 和 45 
的 公 内 于 .车 c 同时 是 a 和 5 的 倍数 , 则 c 称 为 
a 和 5 的 公 倍 数 .如 果 整 数 e 和 $6 不 全 为 0, 则 
& 和 4 必然 存在 最 大 公 因 子 ,表示 成 (oa,5). 例 
如 ,(4,6)=2,(-5,0)=5- 若 am 和 6 均 是 不 为 
零 的 整数 , 则 一 定 存在 最 小 的 正 公 倍数 , 称 为 a 
和 4b 的 最 小 公 倍 数 ,表示 成 [a,b]. 例 如,[ -2， 
-3] =[2,3] =6,[4, -6]=12. 类 似 的 ,可 以 定 
义 多 个 整数 ol , al,…，,a 的 最 大 公 因 子 和 最 
小 公 倍 数 ,它们 分 别 表 示 成 (al , ai,…, as ) 和 
[ae ,az…avr]. 

利用 止 整数 相 和 六 的 素 因 子 分 解 式 ,我 
们 容易 判别 何 时 NY 整除 NN, 也 容易 求 出 它们 的 
最 大 公 央 子 和 最 小 公 和 倍数 , 设 


M = pp 
4 


其 中 pj ,ps,…,p; 是 不同 的 素数 ,而 a1,…， 
.1,…, 上 ,是非 负 整 数 .如 果 对 整除 NN, 则 
有 整数 工 使 得 = ML .所 以 

py pap = N= ML= pp2 ppp L. 
如 果 把 5 作案 因子 分 解 ,可 复 上 式 右边 pi 的 
方 次 至 少 为 a1 ,而 左边 方 次 为 5 .由 分 解 惟一 
性 便 知 5 至 少 为 el, 即 a 和 <5 .同样 有 as 二 
bp ea 云 及. 反 过 来 ,如 果 ai 反切 ，aa 去 
bar'sa 则 WA = ph” Pp 
是 整数 .于 是 开 整除 NN, 这 样 我 们 就 证 明了 整 
除 性 判别 法 . 

整除 性 判别 法 ”如 果 正 整数 戏 , NN 有 形 如 
( %* ) 式 的 素 因 子 分 解 式 , 则 WIN 的 充分 必要 
条 件 为 @ ba 和 eb, . 

例如 ,我 们 求 198 的 所 有 正 整 数 因 于 ,可 以 
先 求 198 的 素 因子 分 解 式 198 =2.3*.11. 由 上 
述 判 别 法 可 知 198 的 每 个 正 整 数 因子 均 有 2”- 
35-11° 的 形式 ,其 中 a 可 取 0 或 1 2 可取 0,1 
或 2, 而 c 可 取 0 或 1. 也 就 是 说 ,a 和 c 有 两 种 
取 法 ,而 5 有 三 种 取 法 ,所 以 198 的 正 因子 共有 
2-2-3=12 个 ,它们 是 


a 0D011001109011 
b 000011112222 
v10101010101 
因子 2*3*liil 11 2 22 3 33 6 66 9 99 18198 


现在 忽 设 正 整 数 邮 和 入 有 分 解 碟 ( x )， 
我 们 求 它们 的 最 小 公 售 数 和 最 大 公 因 子 . 如 上 
所 述 , 亲 的 因子 有 形式 上 = pi pa mp， 其 
忠生 Gecs 扫 ai 如 果 工 也 是 的 因子 ， 
则 及 有 cc, 委 如 .所 以 工 是 天 和 NN 
的 公 因 子 当 且 仅 当 对 每 个 上 = 1,2,…,s,c 入 a 
且 e; 专 4; .而 这 条 件 又 相当 十 c 三 minj a;, 5b,! 
(右边 表示 a 和 和 4 当中 最 小 者 ) . 换 句 话说 , 志 = 
Pip5 是 有 弄 和 六 的 公 因 子 当 且 仅 当 对 每 个 
1 2scisminlay .如果 求 到 和 浆 
的 最 大 公 困 子 ( 覃 ,ww) ,那么 只 需 cl, cz ,se 
取 成 满足 上 述 条 件 的 最 大 可 能 值 即 可 ,这 个 最 
大 可 能 值 显 然 是 c; = min| ai , 5 上 ,这 就 表明 


(MN) = Pa 
其 中 对 每 个 i = 1,2,…,s, c= min{ ai, bi1-. 例 
如 ， 

120 = 23.3.5, 84=2.3-.7 


写成 120=23.31:51.7 ,84=22 31597' ,可知 
(120,84) = 22 .3 -5° .7° = 12. 


完全 类 似 地 推理 可 知 , M 和 的 最 小 公信 
数 为 


[MN] = prt pa pe, 


其 中 d= max 1 a., 6b| (表示 a 和 六 的 最 大 
者 ) .例如 ,120= 旺 .31-5 .70,84=22. 30.50， 
7' ,最 小 公 倍 数 为 [120.84] =2 .3.5-7= 840. 

利用 整数 的 素 因 子 分 解 式 , 我 们 还 可 以 得 
时 整数 的 许多 性 质 .下 面 几 条 性 质 是 其 中 比较 
下 要 的 ,还 有 - - 些 性 质 留 给 大 家 作为 练习 . 

性 质 1 设 4 和 为 整数 ,p 为 素数 .如 果 
plab,p + a, 则 p15. 也 就 是 说 ,如 果 乘 积 ab 
有 素 因 子 p ,而 a 没有 素 因 子 p, 则 4 必 有 泰 因 
Fp. 

道理 非常 简单 .如 果 a 和 5 都 没有 素 因 子 

p ;那么 a 和 5 的 素 因 子 分 解 式 中 都 不 出 现 p， 
于 是 莱 起 来 便 知 op 的 素 因 子 分解 式 中 也 不 出 
现 p, 所 以 p 不 是 ab 的 因 于 .这 就 表明 : 若 p 是 
a 的 因 于 , 则 p 至 少 是 a 和 中 划一 个 的 
子 . 也 就 是 说 ,让 果 jp 不 是 a 的 因子 , 则 P 必 是 
2 的 因子 . 
性 质 2 苦 正 整数 e 是 正 整数 we 和 5 的 公 


因子 [于 是 和 ,之 都 是 整数 |, 则 (a, 6) = o 


上 凤 二 


Pa 要 证 (a,5) = c[ 人 ,二 ) ,我 们 
只 需 证 明 此 式 两 边 有 相同 的 素 因 子 分 解 式 . 对 
子 每 个 素数 p; (i = 1,2,…,s) ,左边 分 解 式 中 

指数 为 min(ai ,8 )， 而 右边 分 解 式 中 jp， 
的 指数 为 y, + min{ a, — yi,pB.— 7i) .所 以 ,我 们 
只 需 证 明 


min(ai,B) = 7 + min(a; - YB — 7), 


即 要 证 min(as yp8) 一 Y= min(a,— Yi,pB:— 
Xi) -这 个 等 式 显然 成 立 . 不 妨 设 ws 和 8 , 则 ww 一 
思 反 8. 一 Yi; 子 是 


min(ai,B) -7 = a -YY 


= min(as - 7,,P: — Yi). 


这 就 证 明了 (a,6) = ce-[ 代 ,过 ) 


同样 可 证 [a,5]=c*[*,]. 

注 性 质 2 表 明 cl1(a,2), 也 就 是 说 : e 和 
5 的 每 个 公 因 子 c 不仅 小 子 最 大 公 因 子 (a,)， 
而 月 一 定 是 最 大 公 因 子 (a.5) 的 因子 .而 且 性 
质 2 对 于 求 a 和 5 的 最 大 公 因 于 和 最 小 公 倍数 
是 很 有 用 的 ,内 为 如 果 我 们 知道 了 a 和 6 的 某 
个 公 因 子 。 ,我们 可 以 把 求 (a,58) 和 [4,858] 化 为 


18 . 


和 [各 ,4] , 即 化 成 求 两 个 比较 小 的 束 


6 
ce 
数 <, 也 的 最 大 公 因 于 和 最 小 公 倍 数 .比如 


(120,84) = 4 {30,21) = 4-3-(10,7) 
=4'3= 12, 


[120,84] = 12 . [4120 .84| - 12 . [10,7] 
12 "12 


= 12: 70 = 840. 


如 果 两 个 非 零 整 数 a,5b 的 最 太公 因子 为 1， 
即 (a,8) =1( 这 也 相当 于 说 a 和 4 没有 公共 素 
因子 ) ,我 们 称 a 和 6 是 互 素 的 .由 于 (a, Bb)[a， 
= ab, 可 知 当 a 和 互 素 时 ,[a,6]=ab. 

性 质 3 设 & 和 # 是 非 堆 整数 ,c= (a,8)， 


NN 
直观 上 这 个 性 质 是 容易 理解 的 ， 因为 和 


已 经 把 a 和 2 的 最 大 公 因子 c 抽 走 了 ,所 以 它 


们 不 可 能 再 有 大 于 1 的 公 因子 , 即 | 和 ,之 ] =1. 


-119 - 


形式 上 的 证 明 可 以 写成 :c= (4g,858)= 
c[ 全 ,2 ,两 边 除 以 ,得 到 | ,9) =1. 

性 质 4 设 4,5b,c 均 是 非 零 整数 .如 果 
clopH(c al)=1l, 则 cl18. 

直观 上 这 个 人 性质 也 容易 理解 .由 于 ce 和 & 
互 素 ,所 以 < 的 素 因 子 均 不 在 a 的 案 因 子 分 解 
式 中 .但 是 clab, 即 c 的 素 因 子 分 解 式 必 为 上 
的 分 解 式 的 - 郭 分 . 子 足 ec 的 分 解 式 必 是 上 的 
一 部 分 , 邮 c18 .形式 的 证 明 可 以 写成 :由 子 c 
是 ab 的 因子 ,又 显然 c 是 be 的 因子 ,所 以 是 
ab 和 be 的 公 央 于 .根据 性 质 2 后面 的 注 , 可 知 
c 是 (ab, be) 的 因子 .但 是 Cab ,be)= b(a,c)= 
(因为 (a,c)=1), 因 此 ce 为 5 的 因子 , 即 cl 6B. 

我 们 今后 经 常用 到 以 上 四 条 人 性质 ,所 以 特 
别 地 把 证 明 写 下 来 . 希望 大 家 不 要 死记 硬 背 这 
些 性 质 , 共 至 它们 的 形式 化 的 证 明 也 不 是 最 本 
质 的 ,最 本 质 的 是 这 些 性 质 的 直观 含义 .还 有 一 
些 性 质 也 是 有 用 的 ,由 于 证 明 比 较 容易 , 留 给 大 
家 作 练 习 . 


习 题 
1, 设 a,b,c 均 是 非 零 整 数 ， 
(1) 如 果 a18, 则 elbc. 
(2) 如 果 al15.5lc. 则 alec- 
(3) 如 果 al8,5la, 则 a=5 或 者 a= 一 5. 
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(4) 如 果 af6salc, 则 ao+ec)- 
- 对 每 个 台数 nn, 证 明 4 十 (n? +2). 

- 对 每 个 奇数 n ,证 明 81(n? -1)， 

求证 当 n 守 2 时 ,rn? +1 一 定 不 是 素数 . 

- 求证 对 每 个 整数 a,31a ”一 a. 

求 出 满足 {a ,8) =18.La,4j=540 的 整数 a 和，. 
. 设 n,m 为 下 整数 ,求证 :在 nn,2n,3n,… ,mn 
当中 共有 (mm,a) 个 是 m 的 倍数. 


外 


作为 算 本 基本 定理 和 整除 性 质 的 一 个 应 
,我们 现在 决定 方程 


x ty = (2.2) 


的 所 有 正 整 数 解 . 

设 (x,y,z)= 《a,b,c) 是 方程 (2.2) 的 下 
整数 解 , 则 对 任意 正 整数 m”, 将 这 组 解 同 时 乘 以 
及 之 后 , 易 知 tna,nb, nc) 也 是 一 组 正 整 数 解 . 
特别 地 , (3n,4n,5n)(n =1,2,3,…) 给 出 方程 
(2.2) 的 无 穷 多 组 正 整数 解 . 反 过 来 ,如 果 zz 是 


.5,c 的 公 因 子 , 则 易 知 [ 了 , 半 , 二 ] 也 是 一 组 正 


整数 解 .如 果 4 是 a,b,e 的 最 大 公 因 子 , 则 他， 


4 和 4 的 公 因 于 是 1. 我 们 把 最 大 公 因子 是 1 的 


正 整 数 解 称 为 方程 (2.2) 的 基本 解 .由 上 所 述 ， 
可 知 方 程 (2.2) 的 每 个 正 整 数 解 均 可 由 某 个 上 基 
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本 解 同时 乘 上 一 个 正 整数 而 得到 .所 以 我 们 只 
天 找到 方 种 (2.2) 的 全 部 基本 解 就 可 以 了 .上面 
定理 给 出 方程 (2.2) 的 全 部 基本 解 ,定理 表明 基 
本 解 也 有 无 穷 多 组 . 

定理 方程 x*+ y = s? 的 全 部 基本 解 为 


X= mn x = 2mn, 

y = 2man, 或 者 Y= m:n, 

z = m+ an, z= m+ nn’, 
(2.3) 


其 中 m 和 n 是 两 个 互 素 的 止 整 数 , mm > n, 并 
旺 m+ 是 奇数 ( 即 m 和 nn 一 为 奇数 男 一 为 
偶数 ). 

证 我 们 先 证 (2.3) 式 是 x? + =z* 的 
基本 解 .首先 , (mm? -n+ (2mn)=m*— 
2min + ni+4m’n =(m? + nn’), 并 且 再 由 
m>n 可 知 (2.3) 式 是 方程 x* + y= zx? 的 正 
整数 解 .为 证 它 是 基本 解 , 我 们 要 证 明 每 个 素数 
p 都 不 能 是 mn.2mn,m? + n’ 的 公 因 子 . 
首先 ,由 于 m 和 nn 一 奇 一 个 ,可 知 到" +n 为 
奇数 ,而 2mn 为 偶数 ,所 以 2 不 是 它们 的 公 
子 .现在 设 奇 素数 P 为 m ni,2mn 和 m+ 
n? 的 公 因 子 . 则 p 除 尽 (m? 一 nj)+(m +n) 
=2m2z 和 (m2+n)-(mz-m)=2n2. 由 于 
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p 是 奇 素 数 , 所 以 p 除 尽 mm 和 .这 就 与 m 和 
n 互 素 假 设 相 矛盾 .这 就 表明 (2.3) 式 给 出 的 解 
是 基本 解 ， 

现在 我 们 证 明 方 程 x* + y = z? 的 基本 解 
-- 定 有 (2.3) 式 的 形式 ,并 用 m 和 一 定 满足 
定理 中 所 述 条 件 . 设 (*,y,z) 是 基本 解 , 即 x? 
+ y = 2 ,并 且 正 整数 x,y,z 的 最 大 公 因 子 是 
1. 事 实 上 ,x,y,x 当中 任意 两 个 整数 的 最 大 公 
因子 都 是 1, 即 它们 是 两 两 互 素 的 .比如 说 ,. 若 
x 和 z 不 互 素 , 即 某 个 素数 p 是 x 和 z 的 公 因 
子 , 则 pl 和 -和 = 昂 :于 是 pl1y. 这 表明 疡 是 
x,y,z 的 公 因 子 , 与 它们 是 基本 解 相 艺 盾 . 同 
样 可 知 x 和 7 互 素 ,y 和 x 互 素 .由 子 zx,yyz 
两 两 互 素 ,可 知 x 和 ; 不 能 同时 为 偶数 . 另 一 
方面 ,x 和 y 也 不 能 同时 是 奇数 .这 是 因为 奇数 
的 平方 被 4 除 余 1, 所 以 车 x 和 y 都 是 奇数 , 则 
z? 二 x?+y* 被 4 除 余 2, 但 是 z? 被 4 除 不 可 能 
余 2, 这 就 表明 x 和 y 一 奇 一 偶 . 以 下 设 y 为 偶 
数 ( 从 而 x 和 z 均 为 奇数 ) ,我 们 要 证 (%,y,z) 
必 可 表示 成 (2.3) 式 的 第 一 种 表达 式 ( 同 样 可 
证 : 若 x 为 僵 数 , 则 (x%,y,z) 必 可 表示 成 (2.3) 
式 的 第 二 种 表达 式 ). 


由 子 y 为 偶数 ,* 和 z 为 奇数 ,因此 和 到 


和 雪 都 是 正 整 数 (注意 由 xz2+32=z2 可 知 z> 
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(2.4) 


正 整 数 “ 计 “和 3 必然 互 察 ,因为 若 它 们 有 
+X 


公共 案 因 子 p, 则 p 也 是 一 + 二 = xz 和 


2 2 和 = x 的 公 因 于 ,站 我 们 已 知 x 和 z 


是 互 素 的 . 这 一 矛盾 才 明 生计 < 和 了 是 互 素 


的 正 整 数 -但 (2.4) 式 表明 它们 的 乘积 是 整数 序 


的 平方 . 利 上 算术 基本 定理 可 知 了 六 和 ?六 
均 是 整数 的 平方 , 即 


三 二 “= na， (2.5) 


其 中 m 和 nn 是 正 整数 ,由 和》 和 2 划 互 案 可 
知 mr 各 n 于 素 .并 日 由 (2.5) 式 可 知 z= m?+ 
Nn x= rm -zz ,从 而 = zr x =(m + 
n=4m nw , 即 y=2mn. 最 后 
由 x >0 可知 m > nn. 这 就 完全 证 明了 定理 . 
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名 中 国 简 余 定 理 


正如 在 上 节 定 理 的 证 明 中 看 到 的 ,我 们 常 
常 要 考虑 整数 相 除 的 剩余 .为 此 我 们 要 引入 一 
个 方便 的 记号 . 设 m 是 一 个 固定 的 正 整数 .我 
们 称 整 数 a 和 5 模 m 是 同 余 的 ,是 指 4-5 被 
m 整除 , 即 m1la -总 -这 也 相当 于 存在 整数 c， 
使 得 a -6= cm .我 们 把 这 件 事 表示 成 


as= blmod m), 


其 中 mod 是 拉杆 文 modulus( 模 ) 的 字 头 .如 果 
m a- 此 , 则 称 a 和 6 模 m 不 同 余 , 写 成 a= 
b(mog m). 同 余 式 写法 与 通常 等 式 很 相 象 . 事 
实 上 , 同 余 式 具 有 等 式 的 如 下 三 条 最 基本 性 质 . 

性 质 让 自 反 性 ) 每 个 整数 均 与 自身 模 m 
同 余 , 即 co= atmod m). 

性 质 2( 对 称 性 ) 车 a 与 5 模 m 同 余 , 列 
5 .ea 模 的 同 余 . 即 若 a=b(mod m), 则 b=a 
{mog m), 所 以 我 们 可 以 把 它 说 成 a 和 五 模 严 
彼此 同 余 . 
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牲 质 3( 传 递 性 ) 车 a=6(mod m),b=e 
(mod m), 则 a=c(mod m). 

这 三 条 性 质 可 由 同 余 式 的 定义 简单 推出 来 
(请 读者 自行 练习 ) .下面 性 质 表明 , 问 余 式 可 以 
像 等 式 一 样 地 进行 加 喊 乘 运 算 . 

性 质 4 若 e=5gmod m),c=d(lmod 
m), 则 g++c=6b+d(mod mm) 并且 ac = bd 
(mod m). 

证 明 也 不 困难 :着 a 二 b(mod 下),c 三 了 
(mod m), 则 miae-5,mlc--d, 所 以 


ml(g-b)+((c-d)= (a+c)—- (b+ d), 
ml(oe-b)-(e-d)=(a-c)-(b -a), 
ml(la—- be+blec-d)= oac- bd. 


这 就 表明 a+c=6b6+td(mod m} 和 和 ac= bd 
(mod m). 

现在 来 谈 除 法 .简单 的 例子 会 告诉 你 , 同 余 
式 作 除法 要 小 心 .例如 2=6(mod 4), 即 2.1= 
2.3(mod 4) ,但 是 你 不 能 把 同 余 式 两 边 用 2 
除 ,因为 1=3《mod 4) 是 不 对 的 .这 是 因为 同 余 
式 吧 = ac(mod mw) 相 当 于 mtab -ac=a(lb- 
c), 而 间 余 式 5 二 cl(mod m) 相 当 于 m16 一 <. 
我 们 不 能 由 m 除 尽 a(8 -ce) 而 推出 m 除 尽 其 
中 一 个 因子 56- c. 如 果 令 4 为 m 和 a 的 最 太公 
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子 (mse), 则 由 mmia(b- c) 可 得 到 于 |3(- 
o) .现在 下 和 9 是 互 素 的 整数 .所 以 根据 第 2 节 
的 整除 性 质 4, 可 知 他 |5 - c. 即 5=c(mod 


也 ). 也 就 是 说 ,我 们 可 以 在 某 种 程度 上 对 同 余 
式 ab = ac(mod m) 作 除法 .不 过 在 消去 a 时 ， 
要 把 模 m 换 成 中 = vr, 于 357 才 可 .特别 当 


(a,m)=1 时 , 可 以 不 改变 模 而 得 到 b= 
(mod m) .这 是 同 余 式 除法 与 等 式 不 同 的 一 条 
重要 人 性质, 我们 把 它 列 成 

性 质 5 若 ab=aclmod m), 风 B=e 
(mod 5] - 特 划 当 (a,m) = 1 时, b=。 


(mod m). 

以 上 是 同 余 式 四 则 运算 的 最 基本 性 质 . 简 
言 之 ,你 可 以 像 通 常 所 熟悉 的 等 式 那 样 进行 加 
减 乘 运 算 , 但 是 要 记 住 同 余 式 除法 运算 和 等 式 
有 重大 区 别 . 由 这 些 基本 性 质 还 可 得 到 同 余 式 
其 他 一 些 运算 性 质 .我 们 再 列 出 重要 的 一 条 ,其 
他 留 作 习 题 . 

性 质 6 设 m 是 正 整 数 ,e 为 整数 . 则 存 
在 整数 5 使 得 ab=1(mod m) 的 充分 必要 条 件 
是 (a,m)=1, 
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证 ”如果 ab 二 1(mod m), 则 ab5 一 1=cm， 
其 中 ce 为 整数 .现在 令 d= (a,m). 则 a 除 尽 = 
和 严 , 从 而 也 除 尽 ab - cm = 1 于 是 4=1, 即 
(a,m)=1. 反 过 来 ,假设 ta, m) =1. 考 虑 m+ 
1 个 整数 a*(=1),a,a ,en .我 们 知道 ,每 
个 整数 模 m 必 同 余 于 0,1,…,m-1 这 mm 个 
数 当 中 的 某 一 个 ,所 以 上 述 m+ 1 个 整数 当中 
-年 有 两 个 是 模 m 同 余 的 , 即 存在 ea 和 (其 
中 zi 天 六 ,使 得 a 二 Qi(mod 严 ). 不 妨 设 i>j- 
则 aiigi 二 1 gi《mod m). 由 于 已 假定 (a, mm) 
=1, 可 知 (g,m})=1. 由 性 质 5 得 到 aii=1 
(mod m) 由 i>; 知 i-j -1 是 非 负 整数 . 取 
b=a 1 !, 便 得 到 ob=a i=1(mod m). 这 就 
证 明了 性 质 6. 


可 题 


1. 设 m 和 < 为 正 整 数 ,a,83 为 整数 , 则 a = 
btmod m) 当 目 仪 当 ac = Bc(mod me). 

2. 设 m 为 正 整数 ,a ,6 为 整数 ,a = 5(modm) 则 
(or, m)=(b,m). 

3. 设 m 和 为 正 整数 ,a 和 5 为 整数 . 则 同 余 式 
a=b(mod n) 和 a=b(mod m) 同 时 成 立 的 充分 必要 
条 件 是 a=bCmod [m,n1). 


古代 中 国 对 整数 同 余 性 质 有 相当 深入 的 研 
究 . 在 公元 4 世纪 左右 写成 的 数学 著作 《孙子 算 
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经 ?中 记载 了 “ 物 不 知 其 数 "问题 . 

今 有 均 不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 ,五 五 煞 之 
剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ? 

这 相当 于 求 整数 x ,使 其 满足 以 下 的 同 余 
方程 组 


xx = 2(mod 3), 
x = 3{mod 5), 
x = 2(mod 7). 


程 大 位 在 《算法 统 宗 》(1593 年 ) - 书 中 把 
这 个 问题 的 解法 总 结 成 如 下 口 谈 : 

三 人 同行 七 十 夭 , 五 树 梅花 廿 一 枝 . 
七 子 轩 图 半 个 月 , 除 百 零 五 便 得 知 . 
意思 是 说 ,将 三 个 余数 2,3,2 分 别 箭 上 口诀 前 
三 句 中 提示 的 三 个 数 70,21 和 15, 便 得 到 一 个 
解 x =2x70+3x21+2x15=233. 而 最 后 一 
名 的 意 轧 是 说 :将 233 减 去 105 的 任何 倍数 都 
是 解 .口诀 中 的 数 70,21,15 和 105 是 怎么 来 
的 ? 用 我 们 的 同 余 式 语言 和 性 质 , 可 以 把 这 个 
问题 的 解法 概括 成 如 下 的 定理 . 

中 国 剩余 定理 ” 设 mm, ms, ms 是 两 两 站 
素 的 正 整 数 , 则 对 于 任意 三 个 整数 ol ,ax ,as， 
同 余 方 程 组 
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3 ai(mod mi), 


x (mod m;), 


aa(mod m;) 


有 解 ,并 且 若 x = c 是 一 个 解 , 则 此 同 余 方 程 组 
的 全 部 整数 解 是 模 mi ms ms 与 < 同 余 的 全 部 
整数 . 

证 ”由 假设 mi, ms 和 ms 两 两 互 素 , 所 以 
(ms ms, m1!) = 1, 根据 同 余 性 质 6, 存 在 整数 
ci 使 得 cjmzm3 圭 1(mod mi), 记 di = 
cim2 m3, 则 dl 满足 


x 


ll 


di = 1(mod m,), 


dl OC(mod nz )， 


di = 0(mod na). 


换 句 话说 , qd, 是 ms m3 的 倍数 ,并 且 di 模 mm 
同 余 于 1 .同样 方 法 ,可 以 找到 mj ms 的 一 个 倍 
数 qd, ,使 得 d=1(mod ms), 也 可 找到 mi m> 
的 一 个 倍数 gd; ,使 得 d3=1(mod ms). 现 在 考 
虑 整数 c = aid + ards + 403d;, 由 于 dl, ds， 
da 的 特性 可 知 c 模 mi 同 余 于 ai : 


ce-1+omm:0+oa 0= cfmod m). 
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同样 知 c= az(mod m2z) 和 c= es(mod ma). 所 
以 x = c 是 同 佘 方程 组 的 一 个 解 .现在 设 "是 任 
意 一 个 解 , 则 ec = al(mod mi),c= af(mod 
mi), 于 是 c -cec=0(mod m1). 即 玉 -ce 是 mi 
的 倍数 .同样 可 知 o - < 也 是 mm 和 ms 的 倍数 . 
由 于 m1, mz, ma 两 两 雪 素 ,这 也 相当 于 说 
ce - “是 mmam3i 的 倍数 , 即 阿 余 方 程 组 的 每 
个 解 均 模 mi m2 ma 同 余 于 c. 证 毕 . 

在 定理 中 取 mt, ms, ms 分 别 为 3,5,7. 按 
照 定 理 证 明 中 给 出 的 解法 ,我 们 只 需 决 定 di， 
和 dy.dj 是 maym;=5x7=35 的 倍数 ,并 
且 模 3 同 余 于 1, 不 难看 出 di 可 取 为 70. 类 似 
方式 可 取 d; = 21 满足 ds =0(mod 3 x7) 和 
gd; 二 1(mod 5), 可 取 ds =15 满足 ds 二 0(mod 3 
x5) 和 和 d,=1(mod 7). 于 是 得 到 " 物 不 知 其 数 ” 
问题 的 一 个 解 =2x7T0+3x21+2x15= 
233. 最 后 3x5x7= 105, 根 据 定理 可 知 模 105 
同 余 于 233 的 任何 ( 正 ) 整 数 都 是 “ 物 不 知 其 数 ” 
的 解 .这 就 是 程 大 位 旦 诀 中 数 70,21,15 和 105 
的 秘密 所 在 . 

例 求 1999”” 被 70 除 所 得 的 余数 . 

解 70=2x5x7. 令 a=1999””. 我 们 容 
易 求 出 a 分 别 用 2,5,7 去 除 所 得 的 余数 : 


a= 1mod2), a = (-1) =-1(mod5). 
.31 。 


由 于 1999= 4(mod 7) ,下 三 人 4=10mod 7) ,所 


4 = 4 一 64 人 .4 = 4(mod 7). 


丁 是 a 满足 


e =1] Cmod 2) ， 
人 三 一 上 《mod 5) ， 
4 三 4 (mod 7) . 


对 于 中 国 剩余 定理 中 mi =2, ma = 5,， mms = 了 
的 情形 ,算出 di = 35, ds = - 14, ds = 50. 因 此 


a= 1x35+(-1)(-14)+4x50 
= 249 = 39 (mod 70) ， 


即 1999Y 被 70 除 的 余数 为 39， 

本 节 的 最 后 我 们 用 整数 的 阿 余 性 质 来 求 二 
元 一 次 方程 的 整数 解 . 设 a 和 z& 是 非 零 整数 ,对 
每 个 整数 ,我 们 研究 方程 ax + by = n 的 整数 
解 (x,y). 记 q = (a,5). 如 果 此 方程 有 整数 解 
《x,y), 则 dlax+by=n; 即 nx 必需 为 4 = (a， 
5) 的 因子 .所 以 在 (a,8)1 n 时 ,方程 没有 整数 
解 .现在 设 (a,5)1n, 则 原 方程 化 为 


a b _ nn 
(ab)” t+ Ca,b)Y 一 《ae 8) 
32. 


> a 在 
这 时 Tz) 和 (au, 历 是 互 素 的 整数. 下面 定 理 


表明 在 这 种 情形 下 方程 - 定 有 整数 解 ,而 且 吕 
写 出 它 的 全 部 整数 解 . 
定理 3.1 设 4 和 上 是 非 鹤 整数 . 
(1) 对 每 个 整数 n ,方程 


ax + by= 7 


有 整数 解 的 充分 必要 条 件 为 Ca,b) ln. 
《2) 如 果 (@,85)=n, 并 设 x=c 和 y=4a 是 
此 方程 的 一 组 整数 解 , 则 方程 的 全 部 整数 解 为 
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T= c+ 0! 


a 
了 一 了 


其 中 上 为 任意 整数 . 
证 ”我们 已 经 证 明了 方程 有 整数 解 的 必要 
条 件 为 (a, 56)1n. 现 在 设 (a,5)=n. 令 a’= 
a ; b , 
TarDJ "tas" -Taw5)" 则 原 方程 等 从 


于 ax+t+by=n.t 于 (a’,b”)=1, 根 据 同 余 
性 质 6 可 知 同 余 方 程 ex =n’ (mod 六 ) 有 解 . 
设 整 数 c。 满 足 ac=n (mod 686), 则 wc-n = 
(- 4d)-5 ,其 中 a 为 整数 .于 是 a'c+ bd=n’， 
即 (x,y) = 《(c, 4) 是 方程 的 一 组 整数 解 , 现在 


、 33 ， 


对 方程 的 任 一 整数 解 (x,y), 则 a’x + by= nn. 
于 是 a(x-c)+b(y-4d)=n -n=0. 于 是 
a{x-c)=-b(y-d). 从 而 bla’ (x -cc). 
但 是 {a’ ,8’)=1, 因 此 blx-ec 即 x 一 c= b(t 
为 整数 ) .而 aot= -bb(y-d), 因 此 y-d= 
一 a't. 于 是 必然 


人 = e+ BE， 


y= ad- alt. 


易 知 对 任意 整数 1 ,这 都 是 方程 的 整数 解 .这 就 
完全 证 明了 定理 . 1 
例 求 方程 123x +57y=531 的 整数 解 . 

解 ” 由 (123,57) =31531, 可 知 方程 必 有 整 大 
数 解 ,用 3 去 除 方程 两 边 得 到 41x + 19y = 177. 型 
将 此 方程 模 19 得 到 41xz=177(mod 19), 即 3x 当 
二 6(mod 19). 于 是 x=2(mod 19), 即 x=2 鼎 > 
194, 而 将 x =2 代 人 41xz+19y=177, 求 出 y 冶 、 


7 和 X25, 所 以 (x,y) = (2,5) 是 方程 


19 
组 整 解 ,而 方程 的 全 部 整数 解 为 由 
x = 2+19t, 人 全 
上 = 和 -417， 了 
其 中 1 为 任意 整数 绍 
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鼠 同 余 类 环 和 有 限 域 


我 们 已 经 介绍 了 初等 数论 的 最 基本 知识 : 
整除 性 质 和 同 余 性 质 . 这 一 小 节 是 把 这 些 知识 
作 更 深层 次 的 思考 和 认识 ,引导 和 抽象 出 数学 
土 的 几 个 重要 概念 : 群 、 环 和 域 .事实 上 ,这些 概 
念 的 升华 是 在 费 马 提 出 他 的 猜想 之 后 完成 的 . 
费 马 猜想 于 1637 年 提出 ,而 群 的 概念 是 法 国 数 
学 家 伽 罗 瓦 (Galois, 1811 ~ 1832) 在 19 世纪 初 
“建立 的 . 环 和 域 的 思想 起 源 于 18 世纪 欧 拉 和 
3 斯 等 人 对 初等 数论 的 研究 ,但 是 环 和 域 理论 
和 概念 的 深化 也 是 19 世纪 之 后 的 事情 .我 们 以 

i 将 会 看 到 ,18 世纪 和 19 世纪 人 们 对 费 马 猜 
了 的 研究 ,对 于 环 论 和 域 论 的 发 展 起 了 重要 的 
作用 .而 在 本 世纪 费 马 猜想 最 终 被 证 明 , 群 论 起 
”了 重大 作用 . 

现在 我 们 用 已 经 讲 过 的 初等 数论 知识 来 介 
绍 群 . 环 . 域 这 三 个 概念 .我 们 的 氢 述 是 从 人 们 
在 日 常生 活 中 经 常 做 的 一 件 事 情 讲 起 ,就 是 我 
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们 常常 要 抒 各 种 事物 进行 某 种 方式 的 分 类 . 

我 们 生活 在 一 个 五 彩 绽 纷 的 世界 之 中 , 常 
常 要 把 各 种 事物 按照 不 同 的 标准 和 从 不 同 的 角 
度 进 行 分 类 .事实 上 ,合理 的 分 类 体 击 着 人 们 对 
事物 理解 的 加 深 和 和 椒 念 的 开 华 .7 捷 到 夫 把 近 
百 种 元 素 排 来 排 去 ,最 后 发 现 了 周期 律 .达尔 文 
对 生物 的 分 类 形成 了 牛 物 进化 的 概念 .古代 人 
类 把 一 只 羊 、- 多 马 和 一块 石头 放 在 一 类 ,并 且 
把 这 -类 起 了 个 名 字 称 为 1". 两 只 羊 不 和 一 只 
羊 放 在 一 类 ,而 和 两 块 石头 放 在 一 类 ,起 了 个 名 
字 称 为 “2”. 数 的 概念 便 由 此 产生 . 

为 了 对 分 类 进行 严格 的 数学 处 理 , 需 要 建 
立 适 当 的 数学 模型 .一 种 常见 的 分 类 是 由 "等 价 
关系 "给 出 的 . 

假设 我 们 要 把 某 些 事物 进行 分 类 ,这 些 事 
物 组 成 一 个 集合 5, 其 中 每 个 事物 a 称 为 集合 
S 中 的 元 素 ,表示 成 a€ 3. 我 们 希望 研究 集合 
5 的 元 素 之 间 的 -- 种 关系 ,使 得 $ 中 所 有 元 素 
按 这 种 关系 分 成 一 些 类 , 同 -- 类 中 的 任意 两 个 
元 素 彼 此 者 有 这 种 关系 ,而 不 同类 的 任意 两 个 
元 素 都 没有 这 种 关系 .这 样 的 关系 称 为 等 价 关 
系 . 比 如 说 ,地 球 上 所 有 的 人 按 着 “性 别 相同 "可 
以 分 成 两 类 ,这 两 类 分 别称 为 “男人 ”和 “女人 ”. 
所 有 男人 之 间 性 别 相 同 ,所 有 女人 之 间 人 性别 相 
同 ,而 每 个 男人 和 每 个 女人 性 别 不 同 . 又 比如 
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说 ,我 们 还 可 用 “年 龄 相同 "进行 分 类 .同一 类 中 
任意 两 个 人 的 年 龄 相同 ,三 不 同类 的 任意 两 个 
人 的 年 龄 不 同 .所 以 ,上 述 两 种 分 类 都 满足 我 们 
的 条 件 ,都 是 地 球 上 所 有 人 之 间 的 等 价 关 系 . 另 
一 方面 ,如 果 把 人 们 按照 “年 长 "的 关系 对 所 有 
的 人 进行 分 类 ,我 们 巨 法 使 得 每 类 当中 任何 两 
个 人 都 有 此 关系 .因为 每 个 人 和 他 自己 属于 同 
一 类 ,但 是 他 不 比 自己 年 长 .又 苦 e 和 5 属于 同 
一 类 ,如 果 a 比 3 年 长 , 则 5b 并 不 比 a 年 长 .所 
以 “年 长 "关系 不 是 等 价 关系 .再 比如 “相互 认 
误 ” 也 不 是 等 价 关 系 ,天 为 若 有 三 个 人 a,b,c 
属于 一 类 ,他 们 应 当 彼 此 都 相互 认识 .但 是 车 a 
和 5 认识 ,Bb 和 ce 认识 ,而 a 和 c 可 能 相互 不 认 
识 . 

由 上 述 吕 知 ,集合 5S 上 的 一 个 关系 ~ 是 等 
价 关 系 , 至 少 要 满足 以 下 三 个 条 件 ( 我 们 把 a 
和 4&5 有 关系 表示 成 & ~ 656). 

(1) 自 反 和 性 :对 于 S 中 每 个 元 素 4a,a~a. 

(2) 对 称 性 : 设 c,pES. 若 和 -5, 则 8~ 


a. 
(3) 传 递 性 : 设 a,5b,cE 5S, 基 a~b,b~c， 
则 ae ~“， 
如 果 集 合 $ 中 的 一 个 关系 满足 这 三 项 要 
求 ,我 们 就 可 把 $ 中 所 有 元 素 分 类 ,使 每 个 元 
素 恰 好 属于 一 类 .我 们 用 [ a] 表示 满足 a~8 的 
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所 有 元 素 训 组 成 的 子 集 合 .由 子 自 反 性 a ~ ec， 
可 知 a 属于 子 集合 [a]. 而 对 称 性 表明 关系 ~ 
上 共有 相互 性 :车 5E[aj( 即 a~8), 则 a€[6b] 
(有 即 5 ~ a). 最 后 ,由 传递 性 可 知 每 个 类 中 任意 
两 元 素 都 彼此 有 关系 ~ ,而 不 同类 中 的 元 素 之 
间 没 有 关系 ~ .所 以 ,上 述 三 条 性 质 可 作为 等 价 
关系 的 严格 数学 定义 、 
今后 我 们 用 ; 表示 所 有 整数 表示 的 集合 . 
我 们 考虑 . 上 的 “ 模 m 同 余 "关系 ,其 中 严 是 
固定 的 正 整 数 .根据 上 节 所 述 的 前 三 条 同 余 性 
质 ,相知 这 是 等 价 关 系 .于 是 整数 集合 按 此 关系 
分 成 一 些 等 价 类 .对 每 个 整数 =, 模 m 同 余 于 
a 的 所 有 整数 组 成 一 个 等 价 类 , 记 成 La]j. 于 是 
[ce] = [5 当 且 仅 当 a=8(mod m). 由 于 每 个 
整数 模 m 恰好 同 余 于 0,1,2,…,m 一 1 当中 的 
一 个 数 , 所 以 : 按 模 mm 同 余 共 分 成 m 个 等 价 
类 [0],[1],…,[m--1]. 
学 校 里 的 学 生 分 万 一些 班 级 ,学 校 常常 让 
每 班 派 一 位 同学 作 代表 在 一 起 开会 .同样 地 ,在 
模 m 的 m 个 同 余 类 中 每 个 同 余 类 取 一 个 整 
数 ,这 样 取出 来 的 m 个 整数 称 为 模 m 的 完全 
代表 系 , 简 称 为 完 系 .所 以 ,mm 个 整数 a ,…，an 
是 模 m 的 完 系 ,是 指 这 m 个 数 模 m 彼此 不 同 
余 , 从 而 每 个 整数 都 恰好 同 余 于 它们 当中 的 一 
个 .例如 ,0,1,2,…,m 一 1 就 是 模 m 的 一 
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系 . 又 如 ,任意 连续 m 个 整数 a,a+t+1,a+ 
2,…,a+ m-1 都 是 模 m 的 完 系 .再 进一步 
有 : 

引 理 4.1 (1) 若 lal,…,Qn} 是 模 mm 完 
系 ,5 是 与 mm 互 素 的 整数 , 则 16，…， 5baw | 也 
是 模 m 完 系 . 

(2) 设 m 和 pm 是 互 素 的 正 整数 , |c,…， 
an 上 和 15: 51 分别 是 模 mx 和 模 ” 的 完 系 ， 
则 [nas + mB:(ieicm,1sjsn)i 是 模 mn 
的 完 系 . 

证 (1) 我 们 只 需 证 明 bey,…, bon 这 m 
个 数 彼 此 模 m 不 同 余 .如 果 ba, = ba 《mod m)， 
4 与 m 互 素 知 4i=a;(mod m) .再 由 fa ,…， 
a 为 完 系 可 知 i=j, 从 而 当 i 六 时 , ba; 考 ba 
(mod 加 ) , 即 ba ,pan 为 模 m 完 系 . 

(2) 我 们 只 需 证 ma 个 数 nai + mb (lsi 
万 m;1 志 j 志 nn) 彼此 模 mn 不 同 余 . 如 果 nai + 
mbj 三 na + mb (mod mn), 则 这 两 个 数 模 严 
也 同 余 ,十 是 na, = ra: (mod m). 由 假设 n 和 
m 互 素 ,可 知 as = ar (mod mm) .再 由 1 a1,…， 
a | 是 模 m 的 完 系 ,可 知 i = .同样 可 证 j= 
广 - 所 以 当 i 让 或 者 jj 时 ,na + mb; 和 ne; 
+ mb;y 模 mn 不同 余 . 即 na t+mb(lasisgm, 
1<7 sn) 是 模 mn 的 完 系 . 
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pt 


现在 做 - 件 看 上 去 简单 位 是 很 重要 的 事 

情 . 我 们 已 经 把 全 体 整 数 . 按 模 m 分 成 m 个 
同 余 类 [0j ,LI ,…:,[m -1 .现在 把 每 个 回 余 
类 [a] 不 再 看 成 是 . 的 一 个 了 集合 ,而 看 成 一 
个 抽象 的 元 素 . 而 m 个 元 素 [0],[1],*…,[m 
1] 组 成 一 个 新 的 集合 ,表示 成 .例如 对 
m =2, 我 们 不 把 [0] 看 成 是 所 有 被 2 除 尽 的 整 
数组 成 的 集合 ,而 看 成 一 个 元 素 :“ 偶 数 ”, 而 [1] 
看 成 一 个 元 素 , 叫 “奇数 .于 是 - ,= [0],[1j! 
是 由 偶数 和 奇数 这 两 个 元 素 构成 的 集合 .一般 
地 , 若 a1,…,amn 是 模 m 的 任何 :个 完 系 , 则 
= ej [oo 例如 ,= 人 -3],[0]. 

[1j,[8],[4j1. 由 于 a=b(mod m) 相 当 于 [al 
=[5j, 所 以 整数 之 闻 的 模 m 同 余 式 相当 于 集 
合 。 中 的 等 式 . 
以 上 我 们 把 整数 集合 …: 分 成 模 的 m 个 

间 余 类 .将 每 个 同 余 类 看 作 一 个 元 素 ,得 到 m 
个 元 素 的 同 余 类 集合 ..。 .在 整数 集合 “中 是 有 
加 , 减 乘 法 运算 的 .我 们 是 否 可 以 把 ， 中 这 些 运 
算 自 然 地 引 到 . 。 中 来 呢 ? 所 谓 自然 的 方式 就 
是 对 ga 和 了 所 属 的 同 余 类 [oj 和 [2] ,定义 它们 
的 和 是 a + 48 所 属 的 同 余 类 , 即 [aj+ [3]=[a 
+8 .但 是 要 注意 : 同 余 类 可 以 取 不 同 的 代表 
元 素 .假如 同 余 类 [La] 和 [65] 中 又 分 别 取 了 另外 
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代表 元 素 = 和 d, 即 [e]= [cj,[8]= [2Z]j. 如 果 
[a + 5 不 等 于 [e+ d] ,如 此 定 文 的 图 余 类 上 加 
法 运算 就 没有 道理 了 ,幸亏 向 余 式 性 质保 证 [ae 
+5]=[c+t dj, 轩 为 由 [a]=[c] 和 [8]=[a] 
可 知 e=ceftnmod m),b==d(mod m). 于 是 a+t 
b=c- d{mod m), 这 表明 fa+ 56]=[c+dl]. 
同样 地 ,我们 可 以 定 文 
[ae]j-18] = Le-b], lal:[s] = [ab]. 
数学 上 把 具有 加 、 减 、 乘 三 种 运算 ,并 且 满 
足 通 常 的 结合 律 ,交换 律 和 分 配 律 的 集合 , 称 为 
- :个 环 . 比 如 整数 集合 “ 是 环 , 叫 整数 环 .现在 
。 也 是 环 , 叫 同 余 类 环 . 在 环 ， 中 元 素 [0] 起 
着 “ 零 " 的 作用 , 凤 [0] + [zj= [ec]. 而 元 素 [1] 
起 着 整数 1 的 作用 , 即 [1j*[aj=[aj. 此 外 有 


2[cj= [al+[e] = [a+al]= [2c]， 
- [ej] = [- oj. 

此 可 知 对 每 个 整数 n, 均 有 n[a] =[naj. 注 
意 在 i， 中, m[a] =[ma]=fo], 即 每 个 元 素 
的 m 僧 均 为 零 , 这 是 ;与 整数 环 ” 的 重要 区 
别 ， 

环 : 和. 的 最 重要 区 别 是 在 做 除法 上 .让 
我 们 重新 考查 一 下 上 节 的 同 余 性 质 6. 这 个 性 
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质 是 说 :对 于 整数 o, 存 在 整数 5 使 得 ab=1 
(mod m) 当 且 仅 当 a 和 m 互 素 .用 环 :,, 中 的 
语言 , 9 二 1(mod m) 就 是 [a 了 [5] = [1 . 即 
[el 是 环 “， 中 的 可 逆 元 素 ,[a] 的 逆 就 是 [861 
表示 成 [a] ' .再 考查 上 节 的 习题 2, 这 个 习题 
是 说 :如 果 a 二 bl(mod m), 则 (a,m) = (65， 
mm) .所 以 车 a 与 m 互 素 , 则 [aj 中 每 个 元 素 6 
均 与 m 万 素 , 我 们 可 以 说 同 余 类 [aj 与 m 互 
素 .于 是 , 同 余 性 质 6 用 环 .二 . 中 的 语言 可 以 说 
成 :La] 是 可 道 元 素 当 且 仅 当 [a] 与 m 互 素 . 
我 们 可 以 用 可 逆 元 素 去 除 任何 元 素 , 因 为 

若 [a] 可 道 , 则 [ec]/[a] 就 是 fc] [ae] .比如 对 
m= 10, 一 共有 10 个 模 10 同 余 类 ,其 中 与 10 
互 素 的 有 4 个 :[1],[3],[7] 和 [9]. 它 们 是 2 
中 可 逆 元 素 . 

[IU = [1], -3]"! = [7]， 

[7]- = [3]， 9] = [9]. 


这 是 因为 1.1=3-7=9-9=1(mod 10) .于 是 可 
用 [3] 去 除 任何 同 余 类 [ a] .比如 在 :io 中 
[4]/[3]=[4] - [3] =[4][7]=[28]=[8]- 


如 果 你 对 这 种 运算 仍 不 习惯 ,可 以 回 到 间 余 式 
运算 上 来 : 


42 . 


43 = 4+20 


5 = 尝 =8 (mod 10) 


即 [4j/[3]= [8]. 所 以 同 余 式 也 可 写成 分 数 形 


式 ,六 
渐 把 分 母 


f 且 分 子 分 母 均 可 随意 加 上 m 的 倍数 , 逐 
F 消 去 .只 是 要 保证 分 母 一 定 要 与 m 互 


素 . 比 如 在 :中 ,515] 与 28 互 素 .我 们 求 [22]/ 


[15] : 


22 (mod 28). 


于 是 [22]/[15]=[ -6] =[22]. 


一 个 环 


FF 可 逆 元 素 傅 多 ,在 这 个 环 


FP 做 除 


法 就 钝 灵活 .在 整数 环 中 具有 两 个 可 递 元 素 : 
土 1. 而 在 富余 类 环 , 中 可 以 有 较 多 的 可 北 元 


素 .比如 go 的 10 个 元 素 当中 


PF 就 有 4 个 可 道 元 


素 .特别 当 m 是 素数 时 ,2 中 p 个 同 余 类 
[0],[1],…,[p 一 1] 当 中 ,后 p -1 个 局 余 类 均 
与 p 互 索 , 妈 除 了 [0] 之 外 ,其 余 均 是 可 送 元 
素 . 换 句 话说 ,除了 零 元 素 不 能 做 为 除数 之 外 ， 
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,中 任何 两 个 元 素 都 可 做 除法 .这 样 的 环 就 称 
为 是 -个 域 .因此 对 每 个 素数 p，，, 是 p 个 元 
素 的 域 .整数 环 . 不 是 域 ,但 是 我 们 知道 ,所 有 
有 埋 数 全 体 可 做 加 减 乘 运算 , 并 且 除 了 0 不 能 
做 除数 之 外 ,任务 两 个 有 理 数 机 除 仍 是 有 理 数 ， 
所 以 全 体 有 理 数组 成 一 个 域 , 称 为 有 理 数 域 , 表 
示 成 -同样 的 ,所 有 实数 是 一 个 域 ,所 有 复数 
也 是 域 , 分 别称 为 实数 域 和 复数 域 ,表示 成 :- 
和 .这 些 域 上 的 四 则 运算 我 们 在 中 学 已 经 熟 
悉 . 现 在 对 每 个 素数 p ,我 们 构造 出 有 限 个 (yp 
个 ) 元 素 的 域 .,, 称 为 有 限 域 ,有 限 域 通常 也 
表示 上 成 .今后 我 们 讲 到 费 马 猜想 的 进展 时 ， 
要 考虑 这 些 域 以 及 其 他 的 域 (代数 数 域 ) . 

现在 我 们 举 黄 个 例子 ,这 些 例子 虽然 内 容 
都 是 关于 同 余 式 的 论断 ,但 是 我 们 希望 大 家 能 
够 习惯 于 便 用 同 余 类 环 和 有 限 域 的 语言 .比如 
说 : 若 在 某 个 环 中 有 等 式 ab = ac ,并 且 a 是 此 
环 中 的 可 逆 元 素 , 则 可 用 & 去 除 两 边 得 到 8 = 


c. 


例 1 车 p 是 素数 ,a 是 与 p 互 素 的 整数 ， 
则 ar"'==1(mod p). 这 个 结果 是 费 马 的 一 个 猜 
想 , 由 欧 拉 给 出 证 明 并 且 加 以 推广 ( 见 后 面 例 
3), 称 为 沉 马 小 定理 . 

证 {10,1,2,…,p-~1: 是 模 p 的 一 个 完 
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系 ,由 十 a 与 p 五 素 ,根据 引 理 4.1 可知 10,4a， 
2a,…,(p Da!': 也 是 模 p 的 完 系 .也 就 是 说 ， 
[0],[1],…,Lp - 1] 是 有 限 域 . ,中 全 部 p 个 
元 素 .而 [0j,[aj,[2a],…,[(p 1)aj 也 是 .;， 
的 全 部 p 个 元 素 ,只 是 排列 次 序 可 能 不 同 . 除 
掉 [0] 之 外 ,我 们 就 有 
[1j[2]:-[Lp -1}=[all2al[(p— Dal 
=[HLej[2 [Lal:-Lp ~ 1a] 
=[1][2]…[P-1[a]j” 


= [HU[2]…[pP-1[o]. 

1 于 非 零 元 素 [1],12],…,[p - 1] 都 是 域 
中 可 着 元 素 , 所 以 上 面 等 式 两 边 可 消去 这 些 元 
素 , 得 到 [1] = [er 'j], 这 就 相当 于 a =1 
(mod 万 ) - 

例 2 设 P 是 奇 素数 . 则 存在 整数 a 使 得 
ae =-1(modp) 当 且 仅 当 Ps1 (mod 4). 

证 每 个 奇 素数 p 模 4 同 余 于 1 或 3. 先 
设 p=1(mod 4) .我 们 要 找到 有 限 域 wx, 中 一 个 
元 素 [e] ,使 得 [ae] =[ 一 1] = ~-[1. 为 此 我 们 
考虑 中 所 有 P- 1 个 非 零 元 素 的 乘积 


4 = [HI2]…[p -1]. 


方面 ,由 于 [p-1]=[-IU=-[J,[p-2] 
45- 


= -3,…, [21] =- - [P231]. 可 知 

[注意 2 了 + 为 偶数 

4 = [2 (23) .( -| 2 下)…(- CDC 0) 
= CE. [2F1] = [eP， 


其 中 a=1-2.. (2 了 路. 另 一 方面, 对 每 个 1<a 
三 p -1 al 均 是 > 中 可 着 元 素 , 设 [cj]- = 
[8j, 则 [a],[8] 彼 此 互 逆 . 但 是 可 能 [a]= 
[5], 即 fo] 自身 为 [ej] 的 逆 ,[&a] = -aj ,也 就 
是 [al[e]= 1, 即 [az]=[1]. 这 时 必然 [Lo -IT 
=[0], 即 [as+lje-1. =[0]. 注 意 在 域 中 车 
xy=0 则 必然 x,y 当中 有 -个 为 0( 因 车 
x 闫 0; 则 x 可逆, 从 面 xy =0=x*0 可 消去 % 
得 到 y=0). 于 是 由 [a +1][a -1]=[0] 得 到 
[a+1]=[0] 或 者 [a -1]=[0], 即 -a]=[1j 或 
者 [al={[ 一 1]. 所 以 满足 [a] =[e] 的 只 

[a]=[1] 和 [a]=[ -1]=[p -1 这 两 个 元 素 . 


而 简 下 p -3 个 非 零 元 素 一 定 分 成 2 了 < 对 ,每 


对 的 两 个 元 素 彼此 互 逆 , 从 而 乘 起 来 为 [1]. 这 
就 表明 4 = [1][2]…[p -2j[p-1]=[1]* 
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[p-1]=[-1]. 但 是 [4]=[aj?, 于 是 [a]?= 
[一 记 . 从 而 当 p=1(mod 4) 时 我 们 有 整数 a 使 
得 a’= -1(mod p). 

现在 对 p=3(mod 4) 情 形 , 要 证 不 存在 整 
数 & 使 得 a? = -1Cmod p). 我 们 用 反 和 证 法 , 假 
设 在 有 限 域 中 [aeJ=[-1j, 则 [a]= 
[~1J=[11. 进 而 由 费 马 小 定理 ( 例 1) 知 道 
[a] "=[1j. 但 是 p--1=3-1=2(mod 4), 即 
PP 一 1 被 4 除 余 2, 所 以 p 一 1=4li+2, 其 中 ?为 
正 整数 .于 是 

[1] = La] 和 = [ae] 
=([ec] 了 六 [ay 
= [aej = [-1]. 

但 是 [1] = [ -1] 在 避 , 中 不 可 能 成 立 ,因为 对 于 
奇 素数 五 ,1 闫 一 1(mod p). 这 个 矛盾 表明 当 
p=3(mod 4) 时 不 存在 整数 a 使 得 a*= -1 
《mod 五 ) . 

如 上 所 述 , 环 纹 中 有 许多 可 逆 元 素 . 我 们 以 
29( 风 ) 表 示 ,中 可 逆 元 素 的 个 数 ,gp(m) 称 为 
欧 拉 函数 .现在 我 们 要 给 出 计算 gp{ m) 的 一 个 
公式 .为 了 做 这 件 事 , 我 们 可 取 模 m 的 一 个 完 
系 j|aci ,az,…，ani ,其 中 每 个 与 m 互 素 的 a,;， 
[ai] 是 -。 中 可 道 元素, 所 以 el ea ,an 中 
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与 m 互 素 的 ga 共 pg(m) 个 .这 g(m) 个 a; 称 
为 组 成 模 m 的 一 个 缩 系 .特别 取 模 m 的 完 系 
112;3， 下 | 则 gp( mm) 就 是 1,2,…, m 当中 
与 m 互 素 的 数 的 个 数 .而 一 般 情 况 下 ,9p(m) 
个 整数 cl ,cs,…, cptn) 是 模 m 的 缩 系 , 即 是 指 
它们 均 与 m 互 泰 并且 彼此 模 m 不 同 余 . 因 为 
这 时 [cj],[ ej],…,[ epim) ] 就 是 环 2 的 全 部 
Pp(m) 个 不 同 的 可 逆 元 素 . 为 了 给 出 计算 pg( m) 
的 公式 ,我 们 有 与 引 理 4.1 类 似 的 如 下 结果 . 

引 理 4.2 (1) 若 |&,…,&,! 是 模 m 的 缩 
系 (s = g(m)), 则 对 每 个 与 m 互 素 的 整数 5， 
j bai,… ,ba,! 也 是 模 m 的 缩 系 . 

{2) 设 m 和 nn 是 互 素 的 正 整数 ,ia ，…， 
a 和 | 5 加 分别 是 模 m 和 模 n 的 缩 系 
(于 是 5s= pm) ,t= g(r)), 则 {na + mb(ls 
iss),(1<j 声 1)' 是 模 mn 的 缩 系 .于 是 
pmn)= 9pm) p(n). 

证 (1) 与 引 理 4.1 … 样 可 证 bal,…, ba 
模 m 彼此 互 不 同 余 .由 于 志和 均 与 m 互 素 ， 
所 以 ba, 也 与 到 互 素 .所 以 = 2(mm) 个 整数 
1 pa ,…, ba, | 是 模 m 的 缩 系 . 

(2) 与 引 理 4.1 一 样 可 证 si 个 数 mm + mb; 
(aiags,l<j 和 < 让 模 m 披 此 互 不 同 余 . 进 而 ， 
由 于 (a,, 贡 )={n,m)=1 可 知 
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{na + mbism) = (ng,m) = 1. 


同样 有 (na; + mb,,n)= Cmbj, n)= 1. 于 是 
{na, + mb;, Mn) = 1. 所 以 st 个 数 na 十 mb, 均 
与 mn 互 素 .为 了 证 明 它 们 是 模 mn 的 缩 系 ,我 
们 还 需 证 明 这 st 个 数 给 出 与 互 素 同 余 类 的 
全 部 代表 元 , 即 要 证 对 与 mn 互 素 的 每 个 整数 


*, 均 有 和 j(1<iss,1<j<<1), 使 得 x = na; 
+ mb (mod mn). 证 明 如 下 :由 于 nw 和 和 m 互 


索 , 所 以 由 已 证 明 的 (1) 可 知 1nal,…, na,| 是 
模 m 的 缩 系 .因此 有 上 使 得 zx= na, (mod m). 
同样 可 知 有 了 使 得 x= mb (mod n). 于 是 


xX Pei 十 mb, (mod m), 
x = na + mb;(mod n). 


由 (m,n)=1 可 知 x= na;+ mb, (mod mn). 
这 就 最 终 证 明了 s 个 数 na + mb 构成 模 mn 
的 缩 系 .于 是 gCmn)= st= 9(m)gp(n). 

现在 可 以 给 出 g( m) 的 计算 公式 .根据 引 
理 4.2, 若 m,n 是 .下 素 的 正 整数 , 则 gp( m,n) 
= 9(m)g0n) .特别 有 pm) = om)901 ,所 
以 pg(1)=1. 阁 m 宕 2, 令 


m= pp”, 


其 中 pi;,…,p: 是 不 同 的 素数 ,ae ,…,a, 均 为 
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正 整 数 , 则 p?r,…, ps 彼此 互 素 ,所 以 由 引 型 
4.2 可 知 


pm) = pp ) pl ps ). 


这 就 把 问题 归结 为 计算 g(p"*), 其 中 p 为 素数 
而 a 宕 1. 但 是 pg(p ) 是 1,2,…,p” 当中 与 p“ 互 
素 的 数 的 个 数 .也 就 是 p? 个 数 1,2,-…, p" 当中 
不 被 bp 除 尽 的 数 有 多少 个 .由 于 被 p 除 尽 的 有 
PP =Pp 个 .所 以 不 被 p 除 尽 的 有 p* - p' 
=p (pp 一 了 个 . 即 glp')=p'!'(p 一 1). 于 是 
我 们 最 后 得 到 

引 理 4.3( 欧 拉 ) gp(1)=1. 并 且 对 每 个 整 
数 mm 宇 2, 设 m= ps… ps ,其 中 pi,…,p, 是 不 
同 的 素数 ,gj ,……,e, 均 为 正 整 数 , 则 


plm)= ph lps (lp: 1 一 1 


例如 对 w=45=3.5, 则 pg(45)= 
45(1 一 当 (1 一 前 =24, 即 环 s 中 共有 24 个 


可 逆 元 素 . 
下 面 的 结果 是 欧 拉 对 费 马 小 定理 所 作 的 推 


广 . 
例 3( 欧 拉 定 理 ) 若 a 是 与 亚 互 素 的 整 
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数 , 邮 
qr ™) 三 1 (mod m). 

证 ”和 证 费 马 小 定理 ( 例 1) 相 仿 , 设 := 
gm) ,jal,…, a1 为 模 m 的 缩 系 ,由 于 a 和 
m 下 素 , 可 知 |eal ,ac 也 是 模 严 的 乡 系 
(I 理 4.2). 于 是 [a ],…， [a |] 为 坏 疼 ， 中 
s = gm) 个 可 着 元 素 ,[aa [aa,] 也 是 2 
中 这 gl mm) 个 可 道 元 素 . 折 以 

[ai]…[e.]= [ea ]…[aas]j 
= [oj[o]…[e]. 
由 于 fa ],…,E ec, ] 均 可 道 ,因此 在 上 式 中 可 把 
它们 消去 ,得 到 [1]=[fo](s= pp(m)), 即 
a =1(mod m). 

注 记 1 用 欧 拉 定 理 可 知 :车 a 与 m 互 
素 , 则 在 环 %“ 中 [a] 为 可 递 元 案 , 并 且 由 
[a.* "=1 可 知 [e] 的 道 为 [ec]* 有 例如 对 
m=45,[14] 是 名; 中 可 道 元 素 .由 pg(45)= 24 
可 知 [34]-' = [142]. 但 通常 当 m 很 大 时 ， 
at 7! 很 大 ,不 如 下 面 方法 方便 : 


3+2 -3 (mod 45) 
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2-3.3 


一 18 


三 3 十 


=- 16= 29 (mod 45) 

从 而 在 :> 中 [14] = [29], 即 14-29=1 
{mod 45). 

以上 我 们 通过 上 只 体例 子 介绍 了 环 和 域 的 概 
念 (整数 环 :, 同 余 类 环 *,。 ,有 理 数 域 人 ,实数 域 
,复数 域 + 和 有 限 域 ;= 二) .这些 代数 结构 
中 本 质 上 有 两 种 运算 :加 法 和 乘法 .而 减法 是 加 
法 的 递 运算 ,除法 是 乘法 的 道 运算 , 并 县 除 法 只 
对 一 部 分 情形 (例如 用 可 着 元 素 去 除 ) 才 可 以 进 
行 .加 法 和 乘法 不 是 相互 孤立 的 ,要 满足 分 配 
律 .在 本 节 的 最 后 我 们 再 介绍 第 三 种 代数 结构 : 
群 ,这 种 结构 比 环 和 域 要 简单 ,只 需要 一 种 代数 

定义 ”集合 C 对 二 运算 : 称 为 是 群 ,是 指 : 

(1) (结合 律 ) 对 6 中 任意 三 个 元 素 a， 
b,c, 


yy 


《av be=-ae (5 ec). 
《2) 集合 6 中 存在 (惟一 ) 元 素 。， 使 得 对 
G 中 每 个 元 素 4, 均 有 a*e=e*a=a. 称 e 为 
么 元 素 . 
〈3) 集 合 CE 中 每 个 元 素 e 均 有 (惟一 ?元 素 5 ,全 
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得 oo-= ba=e. 称 4 为 a 的 逆 元 素 ,表示 成 
2 


注意 我 们 并 没有 假定 运算 满足 交换 律 .如 
果 运 算 满足 交换 律 , 即 对 G 中 任意 元 素 g 和 6， 
均 有 a"5=85'4, 则 6 称 为 交换 群 . 

我 们 在 前 面 已 经 见 到 了 许多 群 的 例子 . 

(1) 整数 全 体 : 对 于 加 法 形成 群 , 么 元 素 
即 是 0(0+ a = wa) ,而 整数 e 的 道 匹 素 为 - a(a 
+(- a) =0). 同 余 类 所 。 对 于 加 法 也 是 群 ， 
么 元 素 为 [0] ,[aj 的 道 元 素 为 [ - ea] .一 般 地 ， 
每 个 环 对 于 加 法 均 是 群 . 

(2) 由 于 环 对 于 莱 法 不 -- 定 有 道 运 算 , 所 
以 环 对 乘法 不 一 定 是 群 .但 是 我 们 车 只 考虑 环 
中 的 可 逆 元 素 , 以 R' 表示 环 RR 中 可 逆 元 素 全 
体 组 成 的 集合 ,由 于 可 道 元素 相 鞠 仍 可 逆 , 可 遂 
元 素 a 的 道 元 素 a ' 也 可 道 (a 的 逆 元 素 就 是 
a) .可 知 R* 对 于 乘法 为 群 .例如 整数 环 . 的 可 
道 元 素 只 有 + 上 1, 所 以 11, - 11 对 乘法 为 群 . 模 
mm 问 余 类 环 . ， 的 pt m) 个 可 道 元 素 形成 乘法 


群 ( ，)” ,元素 为 [1] .对 于 每 个 域 F, 由 于 下 
中 非 零 元 素 均 是 可 逆 元 素 , 所 以 启 就 是 下 去 
掉 八 元 素 0, 即 每 个 域 F 的 性 零 元 素 全 体 到 
对 乘法 是 群 .例如 非 零 有 理 数 乘 法 群 * , 非 零 
实数 乘法 群 必 等 等 .有 限 域 疡 的 p -1 个 非 
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零 元 素 [1],[2],…,[p -~ 1] 也 形成 莱 法 群 88*. 
以 上 例子 中 的 群 都 是 交换 群 .最 后 我 们 举 
一 个 非 交换 群 的 例子 ,这 个 群 在 今后 讲 模 形 式 
理论 时 要 用 到 . 
我 们 把 任意 4 个 整数 a,5,c,d 排 成 如 下 

的 方 阵 


的 乘法 定义 为 
a ba & ag + be ab’ + bd’\ 
“| } 
c Ac dd atd’ cb + dd 
可 以 直接 验证 , MN 的 行列 式 为 路 和 NN 的 行 
列 式 之 乘积 , 即 1 MN1= 1 了 1*1N1. 特 别 地 ,如 


果 好 和 WN 的 行列 式 均 为 1, 则 MN 的 行列 式 
. 54 . 


也 为 工 所 以 我 们 令 G 表示 行列 式 为 1 的 所 有 


方 阵 


"| 


c 


构成 的 集合 ,那么 G 中 台 以 进 和 
算 . 可 以 验证 这 个 乘法 运算 满足 结合 和 


有 和 万 素 =(; 


a DO 
c aoO 1 


方 阵 N=| 


|:- 


而 ,对 于 集合 G 中 每 个 方 阵 林 = 人 


5 
] (asb,cdE :,ad- bc = 1) 
ad 


了 上 述 乘 法 运 
律 ,并 且 具 
中 ,因为 
] 站 | [ "| 
0 le a le a) 
b 
9 


- 人 也 属于 G ,并且 易 知 MN 


NM=1. 所 以 NN 就 是 MH 的 逆 方 阵 .综合 . 


向 知 《 对 上 庄 委 议 是 各 这 个 玫 不 是 交 近 
群 .因为 对 了 C 中 方 阵 | ， 中 和 [ _ 器 . 怕 
们 有 
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[ok 
-1 oo tl lr -1 
以 上 我 们 粗浅 地 介绍 了 群 . 环 . 域 的 概念 和 


一 些 具 体例 子 . 在 讲 到 费 马 猜想 发 展 的 时 候 会 
用 刘 这 些 福 念 和 介绍 更 多 的 例子 . 
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人 间 马 狂想 


古 希 腊 数 学 从 公元 3 世纪 之 后 开始 衰落 ， 
一 直 介 公元 14 世纪 ,欧洲 处 于 教会 的 湿 瞳 统治 
之 下 ,数学 和 整个 科学 进展 缓慢 .在 15 和 16 志 
纪 欧 洲 文 艺 复兴 时 代 , 数 学 也 得 到 复兴 和 发 展 ， 
但 主要 是 基于 航海 、 天 文 、. 建 筑 和 绘画 等 需要 的 
画 法 儿 何 学 ,数论 的 进展 不 大 .17 世纪 和 I8 世 
纪 ! 数 论 才 取得 很 大 的 发 展 ,当时 的 数论 中 心 在 
法 国 , 大 数论 学 家 有 法 国人 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 、 
拉 格 朗 日 和 费 马 等 ,惟一 的 例外 欧 拉 不 是 法 国 
人 


古 希 腊 数 学 家 丢 番 图 于 公元 3 世纪 所 写 的 
数论 名 车 《 算 术 》 在 1621 年 被 翻译 成 拉丁 文 . 
1637 年 , 费 马 在 阅读 此 书 中 讨论 方程 x+ 入 
= z* 的 那 一 页 的 空白 处 号 了 如 下 的 评注 : 

在 是 一 个 立方 数 不 能 分 拆 成 两 个 立方 数 ， 
一 个 亚 次 方 数 不 能 分 拆 成 两 个 四 次 方 数 .一 般 
说 来 , 除 平方 之 外 ,任何 次 颖 不 能 分 拆 成 两 个 同 
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次 翅 - 我 发 现 了 一 个 真正 奇妙 的 证 明 , 丛 世上 的 
室 白 太 小 , 写 处 下 . 
用 确切 的 数学 滞 言 来 说 , 费 马 声称 他 证 明 
本 :对 于 每 个 大 十 2 的 正 整 数 ,方程 x” + 
= z” 部 没有 正 整 数 解 . 

事实 上 , 人 们 只 看 到 费 马 对 二 =4 的 情形 
给 出 的 证 明 . 经 过 350 年 的 努力 , 怀 尔 斯 于 
1994 年 才 第 一 个 证 明了 费 马 的 这 个 论断 .所 以 
我 们 宁愿 将 它 称 为 费 马 猜想 . 

皮 埃 尔 - 德 ' 费 马 (Pierre de Fermat) 在 1601 
年 8 月 20 日 出 生 于 法 国 西南 部 - :个 小 镇 .父亲 
是 富有 的 皮革 商人 .1631 年 费 马 获 奥 尔 良 大 学 
民法 学 士 学 位 后 从 事 行 政工 作 , 后 以 律师 为 职 
业 . 但 从 事 数 学 研究 是 他 最 六 的 爱好 .他 是 解析 
几何 、 微 积分 和 概率 论 的 先驱 者 之 --, 但 他 对 数 
学 发 展 的 最 大 贡献 是 在 数论 方面 .他 的 数论 研 
究 全 都 写 在 给 明 友 的 通信 中 和 对 丢 番 图 《算术 》 
一 书 的 批注 中 .他 叙述 了 许多 数论 结果 ,但 绝 大 
部 分 均 未 给 出 证 明 . 他 在 《算术 》 一 书 中 除了 上 
面 的 著名 猜想 之 外 ,还 在 空白 处 写 到 : 

1. 形 如 4n +3 的 素数 不 能 表 成 二 平方 和 ， 

2. 形 如 4n +1 的 素数 能 表 成 二 平方 和 ,并 
且 本 质 上 只 有 一 种 方式 . 

1640 年 ,他 在 给 朋友 的 信 中 说 : 

3. 车 n 不 是 素数 , 则 2" -1 也 不 是 素数 . 
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4. 若 为 素数 , 则 对 每 a—a 
Ep 整除 ( 这 和 蒜 为 丈 巴 
# 5 | 2r 和 
5 p 素数 , 则 2 河 
形式 2kp +1 


6. 形 如 22 +1 的 整数 (= 0,1.2,…) 都 


费 马 在 1665 年 去 世 , 他 的 这 些 信件 和 评注 
由 他 的 长 子 于 1670 年 收集 出 版 .80 年 之 后 , 欧 
拉 研 究 费 马 的 工作 ,引起 对 数论 的 浓厚 兴趣 .经 
过 多 年 的 努力 , 欧 拉 证 明了 费 马 大 多 数 天 才 的 
论断 ,也 发 现 一 些 错误 , 比如 说 ,很 容易 看 出 薄 
想 3 是 对 的 , 欧 拉 证 明了 猜想 4( 即 引 理 4.1) 并 
晶 作 了 推广 ( 引 理 4.2) ,我 们 在 下 节 要 介绍 欧 
拉 对 猜想 1 和 2 的 证 明 . 另 一 方面 , 欧 拉 发 现 
22 + 1 不 是 素数 , 即 狂想 6 不 成 立 .只 剩 下 一 个 
猜想 没有 解决 ,就 是 本 节 一 开始 叙述 的 猜想 . 欧 
拉 只 证 明了 这 个 猜想 的 n =3 情形 , 即 xa+ 入 
= z? 没有 正 整数 解 ， 

现在 我 们 介绍 费 马 是 如 何 证 明 方程 x+ + 
y1 = x+ 没有 正 整数 解 的 .他 实际 上 证 明了 比 这 
更 强 的 结果 . 

定理 5.1 方程 x*+y*=z? 没有 正 整 数 


解 . 
证 ”我们 用 反 证 法 .如 果 x*+y =z? 存 
在 止 整数 解 ,我 们 在 所 有 正 整 数 解 中 取 ( xo， 
yao: z0) ,使 得 zo 的 值 最 小 .这 时 必然 xo,yo 和 
z0 两 两 互 素 . 比 如 说 若 素数 p 是 x。 和 zo 的 公 
因子 ,由 x6+ y= 有 36 可知 p 也 是 yo 的 因子 .于 
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是 pl 区 = 由 = 本 所 以 关 | :现在 


人 ” 守 ) 也 是 + y' =z? 的 正 整数 解 .这 
就 与 我 们 事先 假定 ze 的 最 小 性 相 矛 盾 .所 以 
xzo 和 zo 豆 素 .类 似 可 证 (xo,ye) =(yo,zo)= 
1 .这 表明 x+ y? = z? 有 正 整数 解 (x ,yyz) = 
(x3 ,9732z0) ,并 且 zi, 加 ,ze 是 两 两 互 素 的 . 根 
据 第 2 节 关于 x? + 六 = z? 的 结果 ,可 则 (不 妨 
设 yo 为 偶数 ) 


2 2 2 2 
XN =u yo =2u, zo= uu +, 


其 中 (Cw,v)=1,w 和 wvw 一 奇 一 侦 , 并 且 w>v> 
0. 

如 果 zx 为 偶数 , 则 vb 为 奇数 .从 而 x2 = zz 
一 = 一 1(mod 4), 这 不 可 能 .因此 必然 & 为 


奇数 而 ”为 偶数 .由 [ 考 】 = -地 和 |[ ,2 =1 


可 知 w 和 三 均 为 正 整数 的 平方 


= 1 并 且 r 为 奇数 . 
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由 于 (2s2,r?) =1, 所 以 (xyz)= (xzoy2s?， 
下 ) 又 是 x*+y = 2 的 -组 基本 解 ,再 用 定理 


我 们 有 


xo=p -0, 2 = 200, rr 


其 中 p 和 a 是 互 素 的 
于 = po ,可 知 p 和 a 都 是 正 整数 平方 : 


其 中 也 和 & 是 互 素 的 正 整数 .了 


2 
r 


p=f,c-8, 


E 整 数 ,并 匡 np >a >0, 册 


2 2 
=0 +o, 


F 是 


=P+o = + 


这 表明 (x,y,z) = (p,o,r) 是 方程 x*+ y= 
z? 的 正 整 数 解 . 但 是 


2 4 
+ v= ri+4st> 


-rr>0, 


这 就 与 zo 的 最 小 性 四 矛盾 .这 一 矛盾 表明 方程 
2 + 入 = 和 不 可 能 有 整数 解 .证 毕 . 
作为 定理 5.1 的 直接 推论 , 便 知 x + y = 


z* 也 不 能 有 了 


法 起 了 个 名 字 , 称 为 “无 穷 下 降 法 ”. 
面 证 明 的 实质 是 :如 果 方 程 x* + 
整数 解 (xo ,yo,z0), 我 们 可 以 由 此 得 到 另 一 纪 


正 整 数 解 (p， 


E 整 数 解 , 费 马 自己 


cr), 其 中 是 比 


y= z* 有 正 


Zo 小 的 正 整 


数 .再 作 下 去 ,又 可 得 到 另 一 组 正 整 数 解 (9， 
cr) 使 得 r* 又 是 比 r 小 的 正 整 数 .这 样 无 穷 
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地 下 去 是 不 可 能 的 ,内 为 正 整 数 zs,r,r ，… 不 
能 无 穷 地 下 降 .所 以 只 能 在 一 六 始 的 那个 正 整 
数 解 是 不 可 能 存在 的 . 

有 人 猜测 费 马 可 能 过 分 估计 了 无 穷 下 降 法 
的 威力 .也 许 他 认为 用 此 法 可 以 证 明 费 马 猜想 


的 一 般 情形 ,但 习 


实 远 非 如 此 .尽管 这 样 , 费 马 


的 无 穷 下 降 法 证 明 思 想 在 后 人 的 数论 研究 中 仍 


旧 起 了 重要 的 作 


.例如 在 20 世纪 初期 ,英国 


数学 家 莫 代 尔 用 此 法 证 明了 椭圆 曲线 的 有 理 点 


群 是 有 限 生 成 的 
习题 :用 无 姿 


下 降 法 证 明 方 程 x* 4 y= 2 


没有 正人 整数 解 . x+ +4Y = z 也 没有 正 整数 解 . 

费 马 猜想 的 进一步 突破 是 由 欧 拉 做 出 的 . 
欧 拉 研究 了 并 且 ( 肯 定 或 否定 地 ) 解 决 了 费 马 所 
有 的 其 他 猜想 ,但 是 对 于 这 里 所 述 的 “最 后 ” 猜 


想 , 欧 拉 在 1770 
即 证 明了 方程 x 


生 只 能 证 明 对 n = 3 的 情形 ， 
?+Y ”=z 没有 正 整 数 解 .又 


过 了 半 个 其 纪 , 法 国 数学 家 勒 让 德 和 狄 里 忒 利 
于 1825 年 独立 地 证 明了 m=5 的 情形 .1839 
年 ,法 国 另 一 位 数学 家 拉 梅 证 明了 n =7 的 情 


形 .而 费 马 猜想 更 重大 的 进步 是 在 1847 年 发 生 


的 ,我 们 将 在 第 7 节 介 绍 . 


在 这 里 ,我 们 还 想 介 绍 在 这 个 时 期 一 位 研 


究 费 马 猜 想 的 法 


国 女 数学 家 热 尔 曼 和 她 的 传奇 


性 的 故事 . 
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索 菲 ' 热 尔 曼 (Sophie Cermain，1776 ~ 
1831) 生 于 1776 年 4 月 1 日 ,父亲 是 一 位 法 国 
商人 . 当 她 还 是 一 位 少女 时 ,被 -- 本 数学 历史 书 
中 描写 古 希 腊 数学 家 阿 基 米 德 的 故事 所 感动 . 
当 册 马 人 衣 上 上 兵 来 到 面前 ,80 岁 的 阿 基 米 德 仍 
在 全 神 贯 注 地 研究 画 在 沙 扒 上 的 几何 图 形 . 凸 
兵 用 长 凶 刺 死 他 之 前 ,他 最 后 一 名 话 是 :不 要 动 
我 的 几何 图 形 ! 年 轻 的 热 尔 曼 想 :如 果 一 个 人 
能 够 如 此 迷恋 于 比 死亡 还 重要 的 几何 问题 , 那 
么 数学 一定 是 世界 上 最 迷人 的 学 间 . 她 开始 自 
学 微 积分 和 数论 ,钻研 牛顿 和 欧 拉 的 著作 ,经 党 
工作 到 深夜 .她 对 数学 的 热爱 -开始 遭 到 父母 
的 强烈 反对 , 漫 收 她 的 蜡烛 .衣服 和 取暖 的 东 
西 ,以 阻止 她 学 习 数 学 .后 来 她 的 执著 终于 感动 
了 父母 ,同意 并 支持 她 学 习 数 学 . 

1794 年 巴黎 建立 了 一 所 著名 的 大 学 :巴黎 
综合 工科 学 校 ,用 来 为 法 国 培养 优秀 的 科学 家 
和 数学 家 ,但 是 只 招收 男 学 生 . 热 尔 曼 骨 用 一 个 
已 经 离 校 男 生 勒 布 关 (Le Blanc) 的 名 字 偷 偷 在 
学 校 里 念书 .学 校 不 知 真正 的 勒 布朗 已 经 离 校 ， 
继续 给 他 发 讲义 和 习题 , 热 尔 曼 使 用 这 些 教材 
并 且 以 勒 布朗 的 名 字 交 作业 .两 个 月 之 后 ,数学 
老师 一 一 著名 法 国 数学 家 拉 格 朗 日 发 现 : 一 向 
糟 透 了 的 勒 布朗 近 来 的 作业 表现 出 非凡 的 数学 
才华 , 便 主 动 地 要 求 见 这 位 学 生 .于 是 热 尔 曼 暴 
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露 了 身份 ,这 使 拉 格 朗 日 很 震惊 ,并 表示 愿意 做 
为 这 位 年 轻 女 学 生 的 导师 和 朋友 . 

从 此 之 后 , 热 尔 曼 终 于 有 了 一 位 能 激励 她 
前 进 的 老师 ,可 以 对 他 坦诚 地 展示 她 的 数学 才 
能 和 抱负 .她 对 于 数论 抱 有 最 人 的 兴趣 . 那 时 ， 
关于 费 马 猜想 只 证 明了 n=4 和 n=3 这 两 种 
情形 (当然 ,由 此 推出 当 wn 是 3 或 4 的 倍数 时 ， 
费 马 猜想 也 成 立 ). 而 热 尔 曼 得 到 了 相当 一 般 的 
结果 : 

热 尔 黑 定理 设 p 为 奇 素数 ,如 果 2p + 1 
也 是 素数 , 则 方程 ze +y = z 没有 正 整 数 解 
(xyy*z) 使 得 P 十 xyz. 

例如 p =3,5,11,13,29,41,53,83 和 89 
都 满足 定理 所 述 条 件 . 热 尔 曼 只 是 对 这 些 素 数 
证 明了 满足 p + xyz 的 正 整数 解 是 不 存在 
的 ,这 称 为 费 马 猜想 的 第 一 种 情形 .她 没有 对 这 
些 p 完全 证 明 费 马 猜 想 , 即 没有 证 明 第 二 种 情 
形 :p1xyz 的 正 整 数 解 也 不 存在 .但 是 在 当时 
这 是 一 个 令 人 吃惊 的 一 般 性 结果 ,并 且 后 人 沿 
此 方向 对 热 尔 曼 的 工作 加 以 推广 .比如 勒 让 德 
就 把 它 推广 成 :如 果 p 是 奇 素数 ,并 且 在 4p + 
1,8p+1,10p+1,14p+1 和 和 16p +1 当中 只 要 
有 一 个 也 是 素数 , 则 当 nm = p 时 费 马 猜 想 的 第 一 
种 情形 成 立 . 由 此 可 得 对 100 以 内 的 所 有 奇 素 
数 p ,方程 x* + yr = zr* 没有 下 整数 解 使 得 p + 
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xyz ,从 热 尔 曼 之 后 , 费 马 猜想 常常 对 第 一 和 第 
-种 情形 分 开 研究 .一 般 来 说 ,第 二 种 情形 更 加 
困难 . 

热 尔 曼 对 费 马 猜想 做 了 多 年 研究 之 后 ,她 
想 找 一 位 最 好 的 数学 家 去 讨论 .她 所 找 的 数学 
家 就 是 她 所 读 过 的 《算术 探究 》 一 书 的 作者 :高 
斯 .高 斯 当时 已 是 一 位 杰出 的 数论 学 家 ,但 当时 
他 对 费 马 猜想 并 没有 多 大 兴趣 .1816 年 ,巴黎 
科学 院 以 3000 法 朗 和 人 金 质 奖章 为 费 马 猜想 设 
奖 征 解 .天 文学 界 朋友 鼓励 高 斯 参加 这 项 研究 
活动 .但 高 斯 在 回信 中 写 道 ; 费 马 猜想 作为 一 
个 伏 立 的 命题 对 我 来 说 几乎 没有 什么 兴趣 , 因 
为 我 可 以 很 容易 地 写 下 许多 这 样 的 命题 ,人 人 们 
既 不 能 证 明 它 们 ,又 不 能 推翻 它们 .” 

至 于 高 斯 当时 感 兴趣 的 数论 问题 是 什么 ， 
我 们 将 在 下 节 介 绍 其 中 的 一 个 .现在 继续 谈 热 
尔 曼 的 故事 . 热 尔 曼 仍 化 名 昔 布 朗 先 生 给 在 德 
国 的 高 斯 小 心 翼 翼 地 写 了 第 一 封 信 , 表 示 “ 对 于 
打扰 一 位 天 才 我 深 感 鲁莽 ”. 而 高 斯 尽管 对 费 马 
猜想 兴趣 不 天 ,但 在 回信 中 热情 地 鼓励 “ 勒 布朗 
先生 ”: 我 很 高 兴 算术 找到 了 像 你 这 样 有 才能 的 
朋友 .后 来 热 尔 曼 在 通信 中 说 出 了 自己 的 真实 
身份 ,高 斯 惊喜 万 分 ,以 致 于 忘记 了 自己 对 费 马 
猜想 的 消极 态度 .下 而 是 高 斯 给 热 尔 曼 回信 中 
的 一 段 话 
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不 知 并 该 怎 料 向 你 描述 我 的 钦佩 和 震惊 ， 
当 我 路 外 我 尊敬 的 通信 省 鞠 布 明 先生 把 自己 变 
成 作出 了 如 此 辉煌 的 使 我 难以 相信 的 范例 的 卓 
越 人 物 时 .一 般 而 言 , 对 抽象 的 科学 , 记 其 是 对 
神秘 的 数论 的 爱好 是 非常 罕见 的 .这 门 高 消 科 
学 只 宏 那 此 有 勇气 深入 其 中 的 人 展现 其 迷人 的 
魅力 .而 当 一 位 在 世俗 和 偏见 的 眼光 看 来 一 定 
会 遭 迁 比 男子 多 得 多 的 图 难 才 能 通晓 这 些 形 难 
的 研究 的 女性 终于 成 功 地 越过 种 种 障碍 ,洞察 
其 中 最 令 人 费解 的 部 分 时 ,那么 毫 无 疑问 她 一 
定 具 有 最 崇高 的 勇气 .超常 的 才智 和 卓越 的 创 
造 力 .事实 上 ,还 没有 任何 东西 能 以 如 此 令 人 喜 
欢 和 毫 不 含糊 的 方式 向 我 征明 ,这 门 为 我 的 生 
活 增添 了 无 比 欢 乐 拓 科学 所 其 有 的 吸引 力 绝 不 
是 不 物 的 ,如 司 你 的 篇 爱 使 它 更 为 荣光 一 样 . 

高 斯 的 热情 鼓励 对 于 热 尔 曼 药 许多 工作 起 
了 很 大 的 促进 作用 .1808 年 之 后 ,高 斯 被 聘 为 
格 丁 根 大 学 天 文学 教授 ,他 的 兴趣 从 数论 转 到 
应 用 数学 方面 ,不 青 给 热 尔 又 回信 . 热 尔 曼 也 逐 
渐 放 弃 了 纯粹 数学 研究 , 改 为 物理 学 科 , 研 究 
“弹性 板 的 振动 ”. 她 对 费 马 猜想 和 弹性 板 振动 
的 研究 荣获 法 国 科 学 院 的 金 质 奖 章 ,成 了 第 一 
位 出 席 科 学 院 讲座 的 女性 科学 家 .高 斯 说 服 格 
于 根 大 学 授予 她 名 痊 博 上 学 位 .但 遗憾 的 是 ,在 
恪 芽 根 大 学 授予 她 这 个 荣誉 之 前 ,她 已 于 1831 
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年 因 和 乳腺 癌 去 世 . 她 终生 林 嫁 ,被 誉 为 * 造 谍 最 
深 并 且 生 潜 心 十 学 术 研 究 的 法 国 女 性 ”. 

17 世纪 和 18 世纪 ,除了 欧 拉 之 外 ,数论 的 
研究 中 心 在 法 国 .法 国 是 费 与 猿 想 的 诞 持 地 ,也 
是 数论 研究 和 费 马 猜想 早期 研究 的 主要 场所 . 
19 世纪 初期 在 德国 出 现 了 伟大 的 数论 学 家 高 
斯 .高 斯 对 费 马 猜想 本 身 没 有 作 过 重大 贡献 ,但 
是 他 创造 的 数论 思想 直接 影响 了 费 马 猜想 以 后 
的 发 展 ,导致 在 19 世纪 中 期 另 -位 德国 数学 家 
库 罗 尔 对 费 马 猜想 作出 了 重大 贡献 .基于 此 ,在 
我 们 继续 讲述 费 马 猜想 之 前 ,打算 用 一 小 节 讲 
述 高 斯 对 数论 的 -- 个 贡献 , 即 高 斯 对 一 平方 和 
问题 的 研究 和 他 所 采用 的 新 数学 工具 :( 现 在 被 
称 为 ) 高 斯 整数 环 . 


@ 二 平方 和 问题 和 高 斯 
整数 环 


二 平方 和 问题 是 问 :哪些 正 整数 可 以 表 成 
两 个 整数 的 平方 和 ? 由 1=1*+0,2=1?+1’，, 
4=22+0,5=]+2 可 知 1,2,4,5 都 是 二 平 
方 和 , 易 知 3,6 和 7 不 是 二 平方 和 . 当 n 是 奇 
素数 p 的 特殊 情形 , 费 马 提 出 了 如 下 的 论断 ( 即 
上 节 所 述 的 猜想 1 和 2): 如 果 p=3(mod 4), 则 
pp 不 能 表 成 二 平方 和 ;而 若 p=1(mod 4) 周 ] p 
一 定 可 表 成 二 平方 和 ,并 十 表达 方式 本 质 上 是 
惟一 的 .所 谓 * 本 质 上 惟一 ”的 含义 是 说 : 芳 卫 = 
1(mod 4), 则 方程 p = x? + y 有 整数 解 C(x,y) 
=(a,5), 并 H 它 只 有 8 组 整数 解 (x,y)= 
{+a,+6b) 和 (+b,+ a). 

费 马 的 这 两 个 论断 是 由 欧 拉 于 18 世纪 证 
盟 的 .第 -- 个 论断 的 证 明 很 容易 ,我 们 甚至 可 以 
证 明 : 任 何 正 整数 n=3(mod 4} ,nn 均 不 能 表 成 
二 平方 和 .这 是 因为 :每 个 整数 模 4 同 余 于 1 或 
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0, 所 以 二 平方 和 x”*+ yy 模 4 只 能 同 余 于 0,1 
或 2, 不 可 能 同 余 于 3. 费 与 的 第 一 个 论断 的 证 
明 要 困难 得 多 ,我 们 和 将 在 后 而 给 出 证 明 . 到 了 
19 世纪 初期 ,德国 大 数学 家 高 斯 在 1801 年 所 
写 的 书 《 算 术 探 究 》 中 ,完全 地 解决 了 一 平方 和 
问题 , 即 完全 决定 出 哪些 正 整 数 是 一 平方 和 ,而 
哪些 则 不 能 表 成 二 平方 和 .高 斯 在 研究 二 平方 
和 问题 中 引用 了 一 个 新 的 观点 ,这 种 观点 对 于 
19 世纪 之 后 数论 的 发 展 起 - 要 的 影响 .不 仅 
在 后 人 研究 费 马 猜 想 时 发 挥 了 作用, 而且 发 展 
出 数论 的 一 个 重要 分 支 :代数 数论 .在 高 斯 之 
后 ,世界 的 数论 中 心 从 法 国 转 介 德国 . 

高 斯 的 想法 看 起 来 很 简单 ,就 是 引进 复数 
i=V -1 之 后 ,方程 n= x? +y’ 守成 


n= (r+iy}(x iy). 


这 种 变换 现在 连 中 学 生 都 会 做 ,可 是 在 19 世纪 
初期 , 那 是 复数 没有 被 人 普遍 接受 的 年 代 . 如 果 
nn 是 一 平方 和 ,那么 nn 可 写成 复数 a=x+iy 
和 它 的 共 元 a = x - z 之 乘积 ,其 中 和 y 都 
是 整数 .于 是 高 斯 考虑 所 有 形 如 x + iytx,y 是 
整数 ) 组 成 的 集合 , 这 个 集合 表示 成 x[ij. 于 
是 : 正 整数 ”是 两 个 整数 的 平方 和 , 当 苹 仅 当 
nn 是 : 拒 引 中 一 对 共和 复 数 的 乘积 .现在 把 二 [可 
中 的 复数 称 为 高 斯 整数 . 设 <=ca+ 埃 和 8=e 


。 70 - 


+id 均 是 高 斯 整数 , 即 a,b,c,d 都 是 通常 整 
数 , 则 
ct+Pp=(etc)+i5t 过 )， 


aB = (ac ~ bd) + il(ad + bc) 


也 是 高 斯 整数 .这 表明 在 集合 .[ 中 可 进行 加 
减 乘 运算 ,所 以 [让 是 一 个 环 , 称 为 高 斯 整数 
环 . 另 一 方面 ， 
1 _3-4_3_4, 
3+4i 25 “T25725 
不 是 高 斯 整数 ,所 以 在 ::[i] 中 不 是 永远 可 以 作 
除法 的 , 非 堆 元 素 3+4i 在 .[ 门 中 不 是 可 道 元 
素 .我们 说 过 ,一 个 环 中 可 道 元素 愈 多 , 作 除 法 
就 傅 灵 活 .在 通常 整数 环 : 中 只 有 + 上 1 是 可 道 
元 素 .在 模 m 同 余 类 环 Z, 中 共有 gp 人 m) 个 可 
道 元 素 .现在 决定 高 斯 整数 环 … [站 中 的 可 道 元 
引 理 6.1 “:[ 引 中 共有 四 个 可 着 元 素 ; +1 
和 十. 
证 设 a=a+t 所 是 高 斯 整数 ( 即 ga,b€ 
) .如 [ 果 a 可 逆 , 即 存在 男 一 个 这 斯 整数 B= ec 
+ di(c,d-) 使 得 a8=1. 于 是 zB=1, 所 以 
aa*BB=1. 但 是 a*+b=ag 和 c+ad*=BB 
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都 是 通常 整数 ,两 者 乘积 是 1, 从 而 必然 oz + 也 
= +d =1 于 是 (a,5) = (+1,0) 或 者 (0， 
+1). 对 于 这 四 种 情形 ,a 只 有 ++] 利 + i 这 四 
种 可 能 .而 由 (+1) '=+1,i = -0 一 让 7 
= 为 | 十 1 和 + 确实 都 是 [中 可 赣 抱 素 . 证 
毕 . 

高 斯 中 进 .上 述 思 想 的 直接 好 处 是 下 面 的 结 
果 ， 

引 理 6.2 ”如果 正 整数 n 和 m 都 是 二 平 
方 和 , 则 nm 也 是 二 平方 和 . 

证 设 = 和 mm 都 是 二 平方 和 , 则 有 高 斯 整 
数 a 和 8, 使 得 n=aa,m=8B. 于 是 mn = 
aBa B= afa PB, 其 中 a8 是 高 斯 整数 (因为 [让 
是 环 ) .这 表明 nm 是 二 平方 和 .证 毕 . 

注 记 ”我 们 可 以 把 证 明和 写 的 更 其 体 些 : 设 
n= tm=c +t 我们 可 以 取 a=a+ 
bi,B=et di, 于 是 aB= (ac- bd)+i(tad+ 
B50) .所 以 nm 可 以 写成 二 平方 和 (ae - bd)> + 
《ad + pc 六 .当然 ,直接 验证 恒等式 
{a + P(e + d) = (ac ~ bad) + (ad + be)’ 
并 不 困难 ,但 是 高 斯 给 出 它 的 道理 和 发 现 的 途 
径 ， 

整数 n >2 可 以 表 成 一 些 素数 的 乘积 .如 
打 每 个 素 因 子 都 是 二 平方 和 ,那么 由 引 理 6.2 
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便 知 a 是 二 平方 和 .所 以 很 自然 地 我 们 先 考 虚 
哪些 素数 可 以 表 戌 一 平方 和 .这 就 使 我 们 回 到 
可 前 网 个 认 其 上 来 玫 们 全 全 由 道 2 = 1 + 

,好 2 是 二 汪 方 和 ,对 于 研 素 数 p, 当 p=3 
God 4) 时 p 不 是 二 平方 和 ,现存 这 明 费 马 对 
P= 三 1(mod 4) 情 形 作出 的 论断 ， 

引 理 6.3( 欧 拉 ) 没 p 是 被 4 除 余 1 的 素 
数 , 则 是 二 平方 和 ,并 及 方程 p=x *+y 恰 
有 八 组 整数 解 (x,y)=(+q,+b) 和 ( 圭 b， 
竺 4). 

证 六 了 证 明 jp 是 二 中方 和 ,我 们 首先 证 
明 存 在 整数 m ,1 m 和 <p 一 1, 使 得 mp 是 一 平 
方 和 .然后 用 费 马 的 “无 穷 下 降 法 ”; 如 果 m 之 
2, 则 必 有 比 m 小 的 正 整数 普 " ,使 得 m'p 也 是 
平方 和 .如 果 mm’ 仍旧 大 于 1, 则 继续 这 样 做 下 
去 ,所 以 m’ 一 定 下 降 到 1, 即 p - - 定 是 二 平方 
和 . 

我 们 先 做 第 -- 步 ,在 上 节 的 例 2 中 我 们 证 
明了 :车 p 是 模 4 余 1 的 素数 , 则 存在 整数 a， 


使 得 a?= - 1(mod p) .由 于 [ -了 了 1 -2 


+1,…, 一 1,0,1,…, 了 3 |] 是 模 的 完 系 ,所 
以 a 模 p 必 同 余 丁 某 个 整数 ,使 得 i161 所 
2 这 时 B= 一 -llmed p). 于 是 好 + 二 
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= 由 pP ,其 中 中 为 正 整数 .但 是 mp = 刀 + 工 生 
2 
(2 于 和 +1<p* ,所 以 m<p- 央 此 我 们 有 1< 


mp 一 1, 而 mp 是 二 平方 和 . 
现在 做 第 -- 步 , 即 荐 2<m<p-1,mp 是 
一 平方 和 ,我 们 再 找 出 比 m 小 的 正 整 数 mm ,使 
得 m'p 也 是 一 平方 和 .由 于 mp 是 二 平方 和 ， 
mp = x? +y ,其 中 x 和 y 为 整数 .于是 x + 


0(modm), 当 抑 为 奇数 时 ,和 -于 于 ， 


ml mo-—l 
01 是 模 亚 


的 完 系 .而 当 m 为 偶数 时 , 和- 罗 , 一 全 + 
1 一 1,0,1,…, 轩 -1] 是 模 m 的 完 系 .所 以 
每 个 整数 横 mn 都 同 余 于 绝对 值 不 趋 过 宇 的 整 


数 , 即 存在 整数 x* 和 y’.1x’1 和 < 六 | ye 
使 得 + 二 x (mod m),y=Y (mod m) .于 是 x 


+y =x + y=0(mo m). 于 是 x + 和 = 


mm ,其 中 为 步 负 整数 .我 们 现在 证 明基 


we 


号 -可 知 m’ 和 < 尝 < mm. 男 一 方面 , 若 m =0, 则 


4 


x+ =0, 于 是 Xz’ 二 y=0. 从 而 x 和 y 均 
为 m 的 倍数 (因为 x= x (mod m),y=v 
(mod m)). 于 是 mp=x +y =0(mod m’”), 
从 而 m?1lmp, 即 mip-. 但 这 与 假设 2<m<p 
- 1 个 矛盾 .这 就 表明 m’ 1. 现在 有 


2 


mm p= (x 十 yx + vy ) 


="(xx + wy + xy’ 一 zy) 《6.1) 
但 是 
xXx TY = +=0 (mod m), 


xy xy= x4- ky=0 (modm). 


加 1 ， ， I , ’ 
可 知 4 一 六 《xz + yy ) 和 B=(xy — x’y) 


均 为 整数 ,由 (6.1) 式 知 4” + B? = mm 如 .于 是 我 
们 找到 了 整数 m’,1< mm < m ,使 得 m'p 为 二 
平方 和 .综合 上 述 ,采用 无 穷 下 降 法 即 知 p 为 
二 平方 和 . 

设 p=a + 如 ,其 中 a 和 为 整数 . 易 知 @ 
和 均 不 为 零 , 并 且 ialz1561. 所 以 p=x? + 
y? 的 -组 解 (x ,y) =(a,5) 可 得 出 八 组 不 同 的 
解 (x,y) =( 主 a, 土 8) 和 (+5, + a). 我 们 再 证 
明 方 程 p = x*+ y 只 有 这 八 组 整数 解 .如 果 设 
4 和 6 均 为 正 整数 ,我 们 只 需 证 此 方程 只 有 两 
组 正 整 数 解 (x,y) = 《a,6) 和 (4&5,a). 换 句 话 
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说 ,如 果 (xz,y)=(4 ,下 ) 又 是 -组 正 整 数 解 , 我 
们 只 需 证 明 c= 4 或 者 ec= 另 .出 于 


= (a + ba + B°) 
= (ad + bB)? + (aB ~ 547 (6.2) 
p*= (a + 6 (A + 可) 
= (aA - bB) + (aB + bA)’:, (6.3) 
并 用 
《ad + bB)(a4 - bp) 
= 42(o 46) b(A*+ B) 
= A:p- bp=0 (modp)， 


可 知 pla4 + 6B 或 者 pla4 -5bB. 如 果 pla4 
+ 8B, 由 于 a4 + 88 为 于 整数 和 (6.2) 式 可 知 

2 2 
必然 a4 + 6B=p'o8 -54 =0. 于 是 4 = 如 


2 五 2 
-1 从 而 4- 4 .如 果 plad 一 
588, 则 同样 地 由 (6.3) 式 可 知 p14B + b4 .于 是 


2 2 
aB+ bA=p,ak4 -88=0 所 以 2 = 之 


本 4 


ot A 
”1 即 0= 8B. 这 就 完全 证 明 了 引 
理 . 
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接 下 来 我 们 再 看 高 斯 如 何 利用 欧 拉 的 上 述 
结果 完全 辞 决 二 平方 和 问题 .我 们 把 每 个 整数 
的 平方 称 为 平方 数 . 每 个 正 整 数 都 存 企 惟 一 的 
最 大 平方 因子 .例如 6000=2*"3.53 = (22.5) 
3"5=20 -15, 因 此 20? 就 是 6000 的 最 大 平方 
因子 .一 般 地 ,每 个 正 整数 nn 可 以 表示 成 m*… 
m’ ,其 中 m 为 正 整数 ,而 m’ = 1 或 者 到 "是 不 
同 素数 的 乘积 ,这 时 m? 就 是 n 的 最 大 平方 因 
子 ,我们 称 mw’ 为 n 的 无 平方 因子 部 分 . 

定理 6.4( 高 斯 ) 设 有 为 正 整数 ,n= 
mm’ ,其 中 m 为 n 的 无 平方 因子 部 分 , 则 rm 
是 二 平方 和 的 充分 必要 条 件 是 mw = 1 或 者 mm 
的 所 有 素 因 子 模 4 均 不 同 余 于 3. 

证 “充分 性 是 容易 的 :如 果 m =]1, 则 n= 
m2 = m? +0? 是 二 平方 和 .如 果 m' = pi…pi， 
其 中 每 个 素 因 子 p, 模 4 均 不 同 余 于 3, 即 p; = 
2 或 者 下 =10med 4) ,由 欧 拉 结果 ( 引 理 6.3) 
知 所 有 的 p, 都 是 一 平方 和 . 再 由 引 理 6.2 知 
mm = pp 是 二 平方 和 .和 于是 n= mm' 也 是 
二 平方 和 . 

现在 对 n 用 归纳 法 证 明 必 要 性 . 即 我 们 归 
纳 证 明 如 下 的 命题 : 

若 正 整数 n 是 二 平方 和 , 则 rn 的 无 平方 
子 部 分 m' 或 者 为 1 ,或 者 其 素 央 子 模 4 均 不 
余 于 3. 


团 


了 
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当 n=1 时 命题 异 然 成 立 .现在 设 n>>2 并 


且 命 是 对 小 于 n 的 正 整数 均 成 并 .我 人 


来 证 命 


题 对 n 上 成 并 .由 假设 n 是 平方 和 :ma = x? + ys 


子 均 是 


其 中 x 和 y 是 整数 .如 果 的 所 有 素 


平方 和 , 则 m!' 的 素 因 子 也 是 如 此 , 即 均 模 4 不 


同 余 3, 从 而 命题 对 n 成 立 . 下 设 上 有 
p= 三 3(mod 4). 子 是 x? ty *=0(mod p) 


素 因 子 
:如果 x 


不 被 p 除 尽 , 则 y 也 不 被 除 尽 .我 们 有 {之 ) 


7 


三 1mod p). 但 是 在 p=3(mod 4) 时 这 是 不 


可 能 的 (第 4 节 例 2), 所 以 必然 plx ,于 
-x = ys BD ply. 所 以 plx?+y? = 


明 x* = = 才 是 整数 ,并 且 n= 广 


是 pln 
.这 表 
是 正 整 


数 , 由 Nn =x ”+y” 知 nn’ 为 二 .平方 和 但 是 
n’< 有 ,所 以 由 归纳 假设 知 n “的 无 平方 因子 部 


分 的 素 因 于 模 4 均 不 同 余 3. 但 是 n= 
mn“ 有 相同 的 无 平方 因子 部 分 .这 就 表明 
平方 因子 部 分 的 素 因 子 模 4 均 不 同 余 
命题 对 n 成 立 . 证 毕 . 


= p?n’ 和 
n 的 无 
3. 所 以 


人 鲍 ”试问 1999 和 2000 是 洗 为 平方 和 . 


解 由 于 1999=3(mod 4), 可 知 
是 二 平方 和 . 另 一 方面 ,2000=2 x 宁 = 


1999 不 
《2 5 六 


"5, 无 平方 因子 部 分 为 5. 由 定理 6.4 知 2000 
是 平方 和 .事实 上 ,5= 1 +2 ,于 是 2000 = 400 


x5=20 +40°. 
,78 - 


实际 上 ,2000 还 有 其 他 方法 表示 成 二 平方 
和 ,例如 2000= 44 + 8 .这 就 产生 出 进一步 的 
问题 : 正 整数 ”一 共有 多 少 方式 可 以 表 成 二 平 
方 和 ? 即 方程 va + j = n 一 共有 多 少 组 整数 
解 ? (由 于 x 和 7 的 绝对 值 均 不 超过 V5, 所 以 
整数 解 只 有 有 有限 多 组 .) 高 斯 解决 了 这 个 问题 . 
高 斯 的 方法 是 仔细 研究 环 [i], 发 现 这 个 环 有 
和 整数 环 - 相 类 似 的 众 一 因子 分 解 定理 .我 们 
在 下 节 将 会 看 到 ,高 斯 对 子 x[ 门 中 性 一 因子 分 
解 性 质 的 研究 对 后 人 研究 费 马 猜想 有 重要 的 启 
示 - 


高 斯 仿照 2000 年 前 欧 几 里 得 对 于 整数 环 

的 方式 来 建立 环 -fi 中 的 高 斯 整数 分 解 理 
论 . 首 先 可 以 完全 同样 地 定义 整除 性 : 设 c 和 及 
是 两 个 高 斯 整数 ,a 关 0. 称 a 整除 8, 是 指 Bia 
为 高 斯 整数 , 即 存在 高 斯 整数 y, 使 得 8 = ay. 
这 时 , 称 < 是 8 的 因子 . 接 下 来 要 定义 什么 是 
高 斯 素数 .它们 应 当 是 不 能 再 分 解 成 两 个 高 斯 
整数 之 乘积 的 那些 高 斯 整数 .在 讨论 正 整 数 分 
解 时 ,我 们 要 排除 掉 平 凡 的 分 解 n=1'n=n: 
1. 现 在 我 们 需要 排除 掉 更 多 的 平凡 分 解 ,因为 
高 斯 整数 环 . [ 缮 中 有 四 个 可 道 元 素 局 = | 主 1， 
+ 计 ( 引 理 6.1)》, 对 每 个 可 道 元 素 sG Us 也 
是 高 斯 整数 ,从 而 每 个 高 斯 整数 a 都 可 写成 
es 与 (oe) 之 乘积 .这 样 的 分 解 都 称 为 是 平凡 
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的 .所 以 合理 的 高 斯 素数 应 当 定 义 成 如 下 的 形 
式 : 

定义 6.5 非 零 高 斯 整数 x 称 为 高 斯 素 
数 ,是 指 x 只 有 平凡 的 分 解 , 即 若 x 是 高 斯 整数 
a 和 及 的 乘积 , 则 < 和 8p 当中 必 有 个 为 可 逆 
元 素 . 

为 了 给 出 高 斯 素数 的 男 一 种 定义 方式 ,我 
们 引进 一 个 符号 -对 每 个 高 斯 整数 < = e+ 如 
(其 中 a ,bE .), 我 们 把 a 的 绝对 值 的 平方 


Way)=la2 = a+b 


称 为 a 的 范 数 . NW(o) 是 非 负 整 数 , 并 且 当 az0 
时 , N(a) 是 正 整 数 , 进 而 ,不 难 证 明 :a 是 可 逆 
元 泰 当 且 仅 当 N(a)=1. 如 果 a=By, 则 NWN(a) 
= NCB)N(Y). 如 果 8 和 7 都 不 是 可 闭 元 素 ， 
网 NCB) 和 NC(Y) 均 大 于 1, 这 也 相当 于 NW(B) 
和 N(Y) 均 小 于 和 N(a). 因 此 我 们 可 以 说 ， 

非 零 高 斯 整数 a 是 高 斯 素数 ,是 指 它 不 能 
写成 高 斯 整数 8 和 7 的 乘积 ,使 得 N(8) 和 
N(Y) 都 小 二 NCa). 

从 高 斯 素数 的 这 种 刻画 方式 ,我 们 能 够 判 
别 : 若 a 为 高 斯 整数 并 且 wW(u)= p 是 通常 的 
素数 , 则 a 必 为 高 斯 素数 .这 是 因为 :如 果 a = 
序 , 其 中 B,7YE ss[il, 则 N(B)N(Y)= Nla) 


=p. 但 是 N(B) 和 N(Y) 痢 是 正 整 数 , 所 以 必 
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热 有 一 个 为 1, 即 8 和 7Y 必然 有 一 个 为 可 逆 元 
( 男 一 个 的 范 数 为 N(a)). 这 表明 a 是 高 斯 素 
数 . 例 如 NG(1+ 让 =2,N(1+22)=5, 所 以 1+ 
i 和 1+2i 都 是 高 斯 素数 . 

我 们 也 可 以 看 出 : 若 a 是 非 零 的 高 斯 整数 
并 且 不 是 可 道 元 , 则 a 一 定 是 有 限 个 高 斯 素数 
之 积 . 因 若 a 是 高 斯 素数 则 分 解 完毕 .车 不 然 ， 
则 = BY, 其 中 8,yYE [站 ,并 且 N(8) 和 和 
Aty) 部 比 NC(a) 小 .将 8 和 yy 再 如 此 作 下 去 ， 
由 于 范 数 不 断 变 小 ,所 以 必 在 有 限 步 之 后 停止 . 
这 时 ,a 就 表示 成 有 限 个 高 斯 素数 的 乘积 . 

接 下 来 的 问题 是 ,我 们 应 当期 望 高 斯 整数 
的 这 种 分 解 有 怎样 的 剧 一 性 ? 首先, 像 在 . 中 
的 情形 一 样 ,每 个 分 解 式 的 因子 可 以 任意 调换 
次 序 . 其 次 还 要 考虑 可 逆 元 素 的 影响 ,因为 车 
2=BY, 则 对 每 个 可 逆 元 素 se,a =(s8)*(7ye )， 
我 们 应 当 把 这 上 师 种 分 解 也 看 成 本 质 上 是- - 样 
的 .这 就 引导 出 如 下 的 概念 . 

定义 6.6 ” 喘 个 非 淮 遍 斯 比 数 和 和 称 为 
是 相伴 的 (表示 成 a ~ 8), 是 指 存在 可 道 磊 &， 
使 得 = 庄 . 

个 难 验证 , 非 零 高 斯 整数 的 相伴 关系 具有 
自 反 乌 、 对 称 性 和 传递 性 (这 原因 是 由 于 可 道 元 
来 集合 VU = 1+1,+ 绪 是 乘法 群 , 即 车 es, 为 
可 道 元 泰 , 则 s 和 eu 也 是 可 道 元 素 ). 所 以 相 
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伞 关 系 是 等 价 关系 , 非 零 高 斯 整数 由 此 分 成 许 
多 相伴 类 ,每 类 有 4 个 高 斯 整数 | + 上 e+ ial. 
易 知 若 a ~ 8, 则 NC(a) = N(B). 由 此 不 难 证 
明 : 蔡 a 足 高 斯 素数 ,8 ~a, 则 8 也 是 高 斯 素 
数 . 如 果 要 把 分 解 = 和 a = (ep)(ye '){e 
0) 看 成 本 质 上 是 一 样 的 ,就 需要 把 相伴 元 
(8 和 eB,Y 和 Ye ') 不 加 以 区 别 . 高 斯 证 明了 ; 
当 高 斯 整数 分 解 成 高 斯 素数 乘积 时 ,如 果 不 考 
庶 办 子 的 次 序 和 相伴 性 , 则 分 解 式 是 惟一 的 .也 
就 是 说 ,高 斯 整数 环 :fj 其 有 如 下 的 惟一 分 解 

定理 6.7( 高 斯 ) 设 是 :[ 门 中 非 零 元 
素 并 匡 不 是 可逆 元 素 . 则 

{1) {存在 性 ) a 可 以 表示 成 有 限 个 高 斯 素 
数 的 乘积 . 

(2)《【 惟 一 性 ) 如 果 = zero = MAa 
4, 是 a 的 两 种 分 解 ,其 中 x(Lsi<s) 和 711 
志 / 所 人 门 部 是 高 斯 素数 , 风 ;= * ,并且 适当 调整 
zm 的 次 序 ,可 以 使 7 ~A(1l<i 
tt). 

我 们 已 经 在 前 面 证 明了 分 解 的 存在 性 . 限 
于 篇 由 ,在 这 里 上 略 去 惟一 性 的 证 明 , 只 是 告诉 大 
家 ,高 斯 对 于 [ 纠 的 分 解 惟 一 性 的 证 明 本 质 上 
是 仿照 欧 儿 时 得 对 : 中 分 解 惟 -性 所 用 的 方 
法 . 
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高 斯 利用 定理 6.7 完全 决定 出 全 部 高 斯 束 
数 . 

定理 6.8 设 p 是 (通常 的 ) 索 数 ， 

C1) 对 于 p=2,2=(1+i)(1-i), 并 且 
E+i 和 1- :是 相伴 的 高 斯 索 数 . 

(2) 车 p= 二 1(mod 4), 则 Pp =xz, 其 中 x 和 和 
7 是 不 相伴 的 高 斯 素数 . 

(3) 若 p=3Cmod 4), 则 jp 是 高 斯 素数 . 

(4) 由 上 述 方 式 给 出 的 高 斯 素数 和 它们 的 
相伴 元 便 是 全 部 高 斯 素数 . 

证 (1) 由 入 (1+i)=2 为 素数 ,可 知 
1+ i 均 是 高 斯 素数 .由 1 二 =i 是 可 逆 元 素 , 可 
知 1+i~1l-i. 

(2) 当 p=1(mod 4) 时 p 是 二 平方 和 ,有 即 
p= +b =tatd)(a- ,其 中 g,0€ 
由 二 Nl(at 且 )=p 可 知 at 肌 均 是 高 斯 素 
数 . 请 大 家 证 明 a+ 碳 和 4- 是 不 相伴 的 
(事实 上 ,4 二 关 不 属于 江 [让 ,所 以 更 不 可 能 为 

[ 门 中 可 逆 元 素 .) 

{3) 没 p=3(mod 4). 如果 p 不 是 高 斯 素 
数 , 则 p = a8, 其 中 a 和 8B 是 高 斯 整数 ,并 且 
N{a) 和 NWN(B}) 均 小 于 Nl(p)=p .因此 必然 
N(a)=p. 记 a=a+t+ bila, bES), 则 J p= 
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Nla)=a*+ 如 ,但 是 p=3(mod 4) 时 p 不 是 
-平方 和 .这 个 矛盾 胡 明 P - 定 是 高 斯 素数 . 

(4) 对 于 每 个 高 斯 素数 x, N(xr)=xx=n 
是 正 整 数 .将 % 先 在 中 分 解 成 一 些 素数 的 线 
:n= pi1p2'…p; ,再 将 每 个 素数 p, 按 着 木 定 
理 的 (1),(2),(3) 分 解 成 高 斯 素数 乘积 .于 是 得 
到 如 = AiAhoA .从 而 zr= X142…X,. 利 用 分 
解 的 惟 性 可 知 x 必然 与 某 个 4, 相伴 ,而 4 
是 从 严 的 某 个 素数 因 了 p, 分 解 得 来 的 .这 就 
完成 了 证 明 . 

利用 [ 门 中 素 因 于 分 解 的 存在 性 ,高 斯 给 
出 .二 平方 和 结果 (定理 6.4) 的 另 :个 证 明 . 设 
n= m2 mm ,其 中 mm' 是正 整数 a 的 无 平方 因子 
部 分 .如 果 m’ 没 有 素 因子 p=3(mod 4), 可 以 
像 前 面 于 样 穿 易 证 骨 为 一 平方 和 -反之 , 若 
n=a +hi(abEe ), 令 a=a+thi, 则 n=eac 
= 交 (a) .现在 把 高 斯 整数 a 分 解 成 高 斯 素数 
之 莱 积 :a = Awinm 下 to, 则 n= NN(a)= 
(myc) RN(r) .每 个 素数 p= 二 3(mod 4) 
都 是 高 斯 素数 . 如果 x 与 p 相伴 , 则 w(ri) = 
NN(p)=p .如 内 xr, 不 与 已 神 伴 ,由 定 埋 6.8 可 
知 zi 是 出 其 他 泰 数 p'( 关 pp) 分 解 得 来 的 ,所 以 
NE) =p 和. 如果 x ,… ,x 当中 恰好 有 4 个 与 
P 由 伴 , 则 n= N(Rm)N(w)-… N(x,) 的 右边 怡 
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好 有 p” ,其 余 因 子 是 p 以 外 的 素数 .这 就 表明 
每 个 素数 p 二 3(mod 4) 在 的 分 解 式 中 都 有 
偶数 (2#) 个 ,因此 都 不 包含 在 nn 的 无 平方 因子 
部 分 m' 之 中 .这 就 证 明了 定理 6.4. 

最 后 我 们 再 谈 一 下 高 斯 如 何 用 [让 中 分 
解 的 惟 -性 来 计算 方程 n = x + yy 的 整数 解 
个 数 ran) .我 们 知道 ,n= e+ 中 (cbE ) 相 
当 于 高 斯 整数 & = a + 8i 的 范 数 为 n. 所 以 方 
程 n= x? + y? 的 整数 解 个 数 f(r) 就 是 范 数 为 
zx 的 高 斯 整数 的 个 数 . 但 是 车 a 的 范 数 为 %, 则 
相伴 类 1 a, + 大 中 每 个 高 斯 整数 的 范 数 都 
为 二 -如果 以 下 (ma) 表 示范 数 为 二 的 高 斯 整数 
形成 的 相伴 类 数 , 别 f(n) =4F(n). 

定理 6.9( 高 斯 ) (1) 若 nn 科 m 是 互 素 的 
正 整 数 , 则 FCnm)= F(n)F(m). 

(2) 设 正 整 数 n=2% 5 的 的 人, 其 
中 ps ps gis Ge 是 不 同 的 素数 ,pm=1 
{mod A) (Teias),g=3(mod 4) (lje1), 
而 oo ye b1;"…,b 是 非 负 整数 . 则 当 
51，…, 纪 至少 有 一 个 为 奇数 时 ,fF(n)=0. 而 当 
六 2 都 是 偶数 时 ,ff(n)=4{al+1)(as+ 
1) (a + 1). 

证 (1) 范 数 为 1 的 只 有 相伴 类 | 二 1， 
+ 让 中 的 高 斯 整数 ,因此 (1) =1. 由 此 可 知 当 
m=1 或 n=1 时 FF(mn)= F(tm)F(n) 成 立 . 
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以 下 设 n,m 之 2. 我 们 先 证 明 如 下 商 个 论 
斯 : 

(A) 若 w 是 范 数 为 mn 的 高 斯 整数 , 则 存 
在 范 数 分 别 为 n 和 m 的 高 斯 整数 8 和 YY, 使 得 
a=B. 

(B) 如 果 又 有 范 数 分 别 为 n 和 m 的 高 斯 
整数 育 和 六 使 得 ec = BY’, 则 B88~B,yY~Y. 

假设 a = 和 其 忠和 了 均 
为 高 斯 素数 . 则 nm = Na)= (mm) N(x,) 
让 (有 (由 于 mm) 或 wmi) 者 是 素 
数 或 素数 的 平方 ,而 nn 和 m 磋 索 ,可 知 N(x) 
(或 N(xw,)) 恰 好 除 尽 n 和 m 当中 的 一 个 .我 
们 不 妨 设 N(mw) (la iss) 均 是 n 的 因子 ， 
Nix)(1 和 7 和 1) 均 是 m 的 因子 . 令 
B= = mi 那么 wa = py， 
N(P)N(Y)= mn. 由 于 N(B) 与 m 互 素 可 知 
NC(B)1n ,类似 可 知 N(Y)lm. 再 由 N(8)N(Y) 
= mn 可 知 N(P)=n,N(Y)= m. 这 就 证 明了 
论断 (4). 

再 设 ga= PY,N(P)=n,N(Y)=m, 则 
以 =PY .由 于 BB=n 和 YY = m 互 素 ,可 知 
有 的 高 斯 素 因 子 都 不 是 六 的 商 斯 素 因 和子. 由 此 
可 知 B17 .同样 地 , 自 J =n 和 yyY=m 互 素 
以 及 BY = BY 可 知 序 18. 这 就 表明 8~Y, 从 而 
7Y ~ .这 就 证 明了 论断 (B). 
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(a)=n 的 a 组 成 F(n) 个 相伴 类 ,NN(8) 
=m 的 8 组 成 F(m) 个 相伴 类 .由 论断 (A) 和 
CB) 可知 , 苦 将 前 FC) 个 相伴 类 分 别 取出 一 组 
代表 元 a att= F(Rn)) ,后 F(m) 个 相伴 
类 也 分 别 取 出 一 组 代表 元 B,，…,B(s= 
FEm)) NM apB (lssisF(n),lsejis< Fm)) 
恰好 是 范 数 为 nm 的 元 素 组 成 的 F(nm) 个 相 
伴 类 的 完全 代表 系 . 这 就 证 明了 下 (mm) = 


FOCA)F(m). 
(2) 由 C1) 可知 Fln)= F(2%) Fp ) 
下 (pp 天 Cg) 下 (go 若 有 5 当中 某 个 


5; 为 奇数 时 , 则 因 g =3(mod 4), 由 定理 6.4 
可 知 n 不 是 二 平方 和 ,如 FC(n)=0. 以 下 设 己 
(1 三 六 < 贡 均 为 偶数 . 记 记 =2c01<7< 电 ,其 
中 co, 是非 负 整 数 . 阁 (Ce ) = gq, 则 we = 
qi .由 于 9, 是 高 斯 素数 ,由 分 解 的 惟一 性 可 知 
和 的 每 个 高 斯 素 子 均 与 g; 相伴 .但 是 a 
和 a 应 当 是 同样 多 个 高 斯 素数 的 乘积 ( 若 a = 
而 一 , 则 去 = 天 ) ,所 以 we 一 定 相伴 于 gg 
这 就 表明 w(a) = g5 的 a 只 有 一 个 相伴 类 , 即 
gn)=1(l<j<). 进 而 ,x=1+i 是 高 斯 
素数 并 H2= (1+ 门 (1 一 门 ~z. 如 果 N(a)= 
2 , 则 aaw=2n -~ ,可 知 e~ro, 所 以 也 有 
F(2%) = 1. 最 后 计算 严 (mi (lies). 由 pi 
.有 . 


= 1(mod 4) 可 知 pi = zimis 其 中 N(x)》= 
N(xi) = pi 并且 x 和 ,不 相伴 .如 果 N(a)= 
pr 则 a = 芭 到 .满足 这 个 等 式 并 且 彼 此 不 
相伴 的 a 只 有 式 ,rsx ,rins- tt 和 A 这 
GT 个 数 . 所 以 下 (了 )= at+1(01<i<s). 综 
含 上 述 便 知 EC(n) =(ort+l) (as+l1) 和 ja) 
=4(al +1)-"…(a, +1). 

例 求 x* + y?=2000 的 全 部 整数 解 . 

解 2000=24.5”./(2000) = 4F(2000) = 
4"(3+1)=16. 出 于 (2*)=1, 范 数 为 2 的 高 
斯 整数 必 相 伴 于 2? = 4. 由 于 FF(5)=4,53= 
(1+2i)3(1 一 22)?, 所 以 范 数 为 3 的 高 斯 整数 
必 相 伴 于 al = (1+2i) ?= -11-2i,as=(1+ 
22)(1—2i)=5+10i,e = (1+20)(1 -2i) 
=5 一 107i 和 as ={1-2i) = 一 11+2i 当中 的 
一 个 .所 以 范 数 为 2000 的 高 斯 整数 必 相 伴 于 
4ai(t<si<4) 当 中 的 一 个 .每 个 4a 又 相伴 于 4 
个 高 斯 整数 .由 此 给 出 16 个 范 数 为 2000 的 高 
斯 整数 .从 而 给 出 方程 2000 = x?+ y?” 的 全 部 
整数 解 .它们 是 (*,y)=( 土 44, 圭 8),( 土 8， 
士 44),( 寺 20, 士 40) 和 和 ( 士 40, +20). 

我 们 花 了 较 多 篇 幅 讲述 高 斯 整数 环 [i]， 
目的 是 想 描述 高 斯 研究 数论 问题 的 一 个 思想 . 
他 把 本 来 属于 环 中 的 二 平方 和 问题 放 在 更 大 
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的 环 ..[ 引 中 去 研究 ,发 现 了 环 [的 惟一 因子 
分 短 特 性 并 由 此 解决 了 二 平方 和 问题 .这 种 方 
法 对 后 来 的 数论 研究 起 很 大 的 影响 ,而 且 发 展 
出 数论 的 个 分 支 :代数 数论 , 费 马 猜想 的 重要 
一 步 便 是 沿 这 种 思想 得 出 的 . 
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了 库 默 余 的 贡献 


现在 继续 讲 费 蕊 猜想 . 费 马 本 人 对 于 n =4 
的 情形 证 明了 x+ 和 =z 没有 正 整 数 解 . 假 
设 n= ms, 其 中 m 和 s 均 是 正 整数 ,如 果 方 程 
x"+y' =z" 有 下 整数 解 (a,5,c), 由 于 (a@)" 
+CP)"” = + ee 可 知 (Ce 六 
0) 是 方程 x”+ y"* = z” 的 下 整数 解 ,或 者 反 过 
来 涪 , 若 费 马 猜 想 对 m 成 立 , 妈 x”+y”"=z” 没 
有 正 整数 解 , 则 费 马 猜想 对 m 的 每 个 正 售 数 n 
也 成 立 .由 于 每 个 正 整 数 n>3 必 有 4 或 者 奇 素 
数 为 因子 ,所 以 若 对 每 个 奇 素数 p 都 能 证 明 费 
马 猜想 成 立 ,我们 便 知 对 任意 n 3 费 马 猜想 
都 成 立 .于 是 只 需要 考虑 n = p 为 奇 素数 的 情 
形 就 可 以 了 . 

1770 年 , 欧 拉 对 于 n = 3 的 情形 证 明了 费 
马 猜想 ,他 引进 


tw -= 学 = cosl20° + isinl20° 


= -1+V3D， 
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x 


x 


二 +x+1 的 根 .由 此 也 可 算出 锯 = 当 (一 1+ 


由 二 =1,w 关 1, 所 以 w 是 多 项 式 


V3 让, 另 一 根 为 =w? 一 了 (-1-Y3i). 引 人 

之 后 ,方程 ”+ = zs? 就 变 成 

(wr) wx). 
(7.1) 


于 是 变 为 乘积 的 形式 (就 像 高 斯 引信 i 之 后 把 
x+ yz 变 为 乘积 (x+r)(x -iy) 一 样 ). 以 
-[w] 表 示 形 如 e+ 知 (e,8E:) 的 复数 组 成 
的 集合 ,这样 的 数 相 加 减 显 然 还 是 这 样 的 数 , 因 
为 是 x?+ x+1 的 根 ,好 w*= 一 ww-1. 于 是 
对 这 样 的 数 e+ bw 和 c+ dw ,乘积 


(a + bw)(e +s dw) = ac + (ad + be)w + badw? 
= (ac— bd) + {ad + bc — bd)w 


仍 是 这 样 的 数 ,所 以 [wj 也 是 个 环 .如 果 
x*+y =z 有 正 整数 解 (x,y,:), 则 (7.1) 式 
的 两 边 就 是 同一 个 数 z? - x? 在 环 . [w] 中 的 
两 个 乘积 表达 式 六 和 (zz 一 x)(z 一 wr)(z- 
ww x) ,网 拉 对 于 环 ,[w] 中 的 因 于 分 解 特性 做 
了 仔细 的 讨论 ,通过 比较 复杂 的 计算 ,证 明了 当 
x ,ysz 均 是 正 整数 时 ,公式 (7.1) 不 能 成 立 , 所 
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以 费 马 猜 想 对 n = 3 成立. 详情 可 参见 H. M . 
Edwards 的 书 “Fermat's Last Theorem”(《 费 马 
最 后 定理 》) 的 第 二 章 ( 书 的 作者 在 这 里 还 指出 
欧 拉 的 证 明 有 一 处 不 够 完善 ) . 

1825 年 ,法国 数 学 家 勒 让 德 (1752 ~ 1833， 
Legendre) 在 他 ?3 岁 的 高 龄 第 一 个 证 明了 费 马 
猜想 对 于 n = 5 成立, 其 推导 更 为 复杂 ,而 年 青 
的 狄 里 赫 利 (Diriehlet) 在 同一 年 也 作 了 同样 工 
作 .1839 年 法 国 另 -一 位 数学 家 拉 梅 (Lam6) 证 明 
了 n=7 的 情形 . 

1847 年 ,是 数论 史上 值得 纪念 的 一 年 .在 
这 -年 的 3 月 1 日 法 国 科 学 院 会 议 上 , 拉 梅 宣 
布 他 完全 证 明了 费 马 猜想 .他 介绍 了 所 用 的 方 
法 , 即 对 每 个 奇 素 数 p , 令 


0 十 (sm 


2 » 
此 了 


= co: 


=e 


-1 
2 + 


x*-1_ 
rl 


由 于 好 =1, #1, 可 知 6 是 
zx?"2+…+%+1 的 根 .如 果 x*+ y= z* 有 正 
整数 解 (x,y,z), 则 
= 
=(z— rz 一 和 sz 一 xz) 
(7.2) 
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如 果 用 [名 ] 表 示 形 如 ao + a@rb, +… 
+ -2 (qo,…, 4,_1E 各 ) 的 复数 组 成 的 集 
合 , 像 欧 拉 对 p =3 的 特殊 人 情形 所 做 的 那样 
[5,] 中 可 以 进行 加 减弱 运算 ,用 现在 的 语言 
来 说 ,:[&] 是 一 个 环 . 拉 梅 说 ,(7.2) 式 右边 的 
P 个 因子 是 彼此 互 素 的 ,但 是 (7.2) 式 左边 为 p 
次 方 ,所 以 每 个 因子 (z - 名 zx) 也 都 应 当 是 p 次 
方 , 即 z -Cx =af(0gisp -1), 其 中 a,€ 
[如 .然后 拉 梅 说 这 是 不 可 能 的 ,于 是 证 明了 
费 马 猜想 、 拉 梅 承 认 他 的 这 些 想 法 还 没有 找到 
严格 的 证 明 , 但 是 非常 有 信心 地 表示 他 一 定 会 
证 出 来 .他 此 至 谦虚 地 表示 ,这 些 想 法 不 能 完全 
归功 于 自己 ,有 些 想法 是 他 的 同事 刘 维 尔 (Li- 
ouvihe) 告 诉 他 的 . 接 于 来 , 刘 维 尔 则 做 了 并 不 热 
情 的 发 言 .首先 间 维 尔 说 ,在 研究 方程 整数 解 问 
题 中 使 用 复数 不 是 他 的 创造 , 欧 拉 和 高 斯 等 人 
里 就 这 样 做 了 .然后 刘 维 尔 认为 , 拉 梅 的 证 明 思 
想 中 漏洞 太 大 很 难 补 上 . 接 下 来 是 法 国 另 一 个 
大 数学 家 柯 西 (Cauchy) 发 言 . 柯 西 表 示 相 信 拉 
梅 会 成 功 , 他 还 提醒 与 会 者 , 早 存 1846 年 10 月 
他 本 人 就 提交 给 法 国 科 学 院 一 份 报 告 , 措 出 证 
明 费 马 猪 想 的 -种 思路 ,只 是 后 来 没有 时 间 做 
下 去 . 
法 国 科 学 跷 的 这 种 会 议 每 局 都 举行 一 次 ， 
在 3 月 8 日 ,15 日 和 22 及 的 会 议 上 ,大 家 为 此 
93 ， 


事 仍旧 辩论 不 休 . 到 了 26 日 , 刘 维 尔 收 到 了 德 
国 数学 家 库 默 尔 寄 来 的 一 封 信 , 才 终 止 了 辩论 . 
库 默 尔 在 信 中 写 到 : 拉 梅 的 想法 是 需要 环 
上 [ 包 ] 具 有 惟一 因子 分 解 特 性 才能 严格 证 明 
的 ,而 且 证 明 并 不 如 拉 梅 所 想 的 那样 简单 . 接 下 
来 库 默 尔 在 信 中 又 说 , 早 在 3 年 前 他 就 证 明了 
当 p =23 时 , 环 :-[&w] 并 不 具有 人 惟一 因子 分 解 
特性 ! 所 以 单纯 用 拉 梅 的 思想 不 能 完全 证 明 费 
马 猜 想 . 库 默 尔 在 信 中 还 附 上 他 发 表 的 文章 .这 
- 切 使 一 群 法 国 大 数学 家 哑 口 无 言 . 

思 斯 特 : 库 默 尔 (Ernst Kummer, 1810 ~ 
1893) 于 1810 年 1 月 29 日 生 于 德国 索 拉 乌 
(Sorau, 现 为 波兰 的 扎 雷 ) .父亲 是 医生 .在 他 童 
年 时 ,拿破仑 牢 队 侵犯 他 的 家 乡 ,也 带 来 了 斑 疹 
伤寒 的 流行 .他 的 父亲 死 于 此 病 , 使 库 默 尔 的 心 
灵 受 到 很 大 创伤 .他 发 哲 尽 力 使 他 的 祖国 免 遭 
法 国人 的 得 犯 ,大 学 毕业 后 研究 炮弹 的 弹道 曲 
线 问题 ,并 且 后 来 在 柏林 军事 学 院 教 党 道学 并 
一 直 对 军事 有 浓厚 兴趣 .父亲 去 世 后 ,母亲 在 艰 
昔 的 生活 中 把 他 和 他 的 哥哥 抚养 成 人 并 给 他 们 
启蒙 教育 .1828 年 他 在 哈 勒 大 学 专攻 神学 ,后 
来 受 数学 教授 含 尔 克 (H.Scherk) 的 影响 改 学 数 
学 .1831 年 获 博 二 学 位 后 ,在 中 学 教 了 10 年 的 
数学 和 物理 .在 议 重 的 中 学 教书 之 余 , 坚 持 数学 
研究 .他 的 中 学 学生 当中 有 后 来 的 太 数 学 家 克 
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罗 内 克 {Kronecker) .1839 年 ,在 狄 里 赫 利 的 推 
蓄 下 他 被 选 为 柏林 科学 院 通 讯 院 士 .1842 年 成 
为 布雷 斯 芳 大 学 数学 教授 .他 的 数学 研究 从 机 
数论 开始 转向 数论 .1855 年 他 接 奋 了 犹 里 赫 利 
的 柏林 大 学 数学 教授 职位 ,并 成 为 柏林 科学 院 


正式 院 - . 
到 柏林 大 学 


1856 年 殊 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 
任 副 教授 ,1861 年 他 的 学 生 克 罗 内 


克也 以 科学 院 院 上 身份 在 怕 林 大 学 任教 ,他 们 

3 人 组 织 了 德国 重要 的 数学 研究 中 心 ,组织 讨 
论 班 ,讲授 儿 何 学 ,力学 、 曲 面 论 和 数论 , 库 默 尔 
还 在 军事 学 院 兼 课 . 他 对 培养 学 生 十 分 热心 , 数 
学 家 施 乓 苞 (Hermann schwatz) , 康 托 尔 (Can- 


tor) 和 戈 妖 


(Paul Gordan) 都 曾 是 他 的 博士 生 . 


后 来 他 共事 许多 行政 工作 .1863 至 1878 年 他 


是 柏林 科学 


院 物 理 数学 部 的 秘书 ,1865 ~ 1866 


年 为 柏林 大 学 哲学 院 院 长 ,1868 ~ 1869 年 任 柏 
林 大 学 校长 .1893 年 5 月 14 日 他 患 流感 不 治 ， 


平静 地 离开 人 志 . 
让 我 们 


介绍 一 下 库 默 尔 对 于 费 马 猜 想 的 主 


(1) 库 默 尔 严格 地 证 明了 ;如 果 环 [5,】 


具有 惟一 因子 分 解 性 质 , 则 费 马 猜想 对 n=p 


成 立 , 即 x* + yw = z? 没有 正 整数 解 .证 明 的 起 
点 仍 是 (7.2) 式 ,并 且 (7.2) 式 右边 的 p 个 因子 
也 确实 是 两 两 志 素 的 .但 是 由 惨 一 因子 分 解 性 
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质 并 不 能 推出 每 个 因子 z - 多 x 都 是 [&,] 中 
某 个 数 a, 的 p 次 方 af ,而 只 能 推出 与 af 相伴 ， 
即 z -x =ate, 其 中 e 是 [5] 中 的 可 道 元 
可 递 元 素 因 于 的 出 现 给 问题 增加 了 极 大 的 
复杂 性 , 对 于 欧 拉 所 研究 的 p = 3 的 情形 , 环 
[&3] 只 有 6 个 可 北 元 索 :+1,+ 5 和 土 吕 .但 
是 当 p 宇 5 时 , “.[&] 有 无 穷 多 个 可 逆 元 素 ! 而 
昌 对 比较 大 的 素数 p ,一 直到 今天 人 们 还 没有 
找 出 环 ,[ 5,] 的 全 部 可 北 元 素 , 这 是 数论 中 一 
个 重要 的 未 解决 问题 .然而 库 默 尔 发 现 了 环 


[5 ] 中 一 些 特殊 的 可 逆 元 素 e = 2 = 


< p -1) ,这些 称 为 分 贺 单 位 (可 道 元 素 也 称 为 
单位 ),“ 分 圆 "一 词 米 源 于 :在 复数 平 而 中 以 原点 
为 中 心 并 且 半 径 为 工 的 单位 圆 上 ,p 个 复数 名 
=1, ,如 ,如 恰好 把 圆周 n 等 份 . 

要 证 明 6 人 < sm 是 可 进 元 素 并 不 


困难 .由 于 e, = 1 t+ 


1 右边 是 用 E 和 名 进行 加 法 和 池 法 运算 得 到 
的 数 ,所 以 se, EE %[8]. 另 -方面 , 当 2<i< 
PP-1 时 i 与 p 互 素 ,所 以 存在 整数 a 和 65, 使 得 
ia+ pb =1( 定 理 3.1). 由 如 =1 可知 
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也 属于 : [名 ]. 这 表明 e,(2<i<p -1) 都 是 环 
[56 ] 中 的 可 逆 元 素 . 

库 默 尔 发 现 通过 这 些 分 圆 单位 ,再 利用 乘 
除 运算 可 以 生成 很 多 的 可 道 元 素 . 他 详细 研究 
了 这 些 单位 的 性 质 ,然后 才能 证 明 公 式 (7.2) 不 
可 能 成 立 ,从 而 最 终 证 明了 ,车 环 江 包 ] 有 惟一 
因子 分 解 性 质 , 则 费 马 猜想 对 n= p 时 成 立 . 

库 默 尔 计算 出 : 妆 p =3,5,7,11,13,17 和 
19 时 , 环 3[&,] 具 有 惟一 因子 分 解 特性 ,所 以 当 
1 为 这 些 素 数 时 , 费 马 猜想 是 成 立 的 .他 用 深刻 
和 统一 的 方法 得 到 的 这 个 结果 ,是 费 马 猜想 的 
很 大 突破 . 

(2) 接 下 来 , 库 默 尔 又 发 现 环 ;.[ 5&3] 不 具 
有 惟一 因子 分 解 特性 (他 甚至 猜想 当 p > 23 
时 ，[ 史 ] 均 不 具有 惟一 因子 分 解 特性 ,这 个 猜 
想 一 直到 1976 年 才 被 证 明 ), 所 以 进一步 研究 
费 马 猜想 又 遇 到 困难 . 库 黑 尔 并 不 死心 ,他 把 关 
子 数 的 分 解 创造 性 地 推广 成 所 谓 “ 理 想 数 ”的 分 
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解 .然后 证 明了 环 “[ 名] 中 理想 数 的 分 解 有 惟 
-因子 分 解 特性 .利用 理想 数 这 个 概念 , 库 默 尔 
研究 了 环 [&,] 的 另 -个 性 质 , 称 为 环 [5 ] 的 
类 数 , 表示 成 加 .局 是 - .个 正 整数 ,并 且 当 
局 =1 时 , 环 [【&,] 就 有 通常 意义 下 的 惟 -因子 
分 解 特性 ,而 当 如 > 1 时 则 不 然 . 库 默 尔 给 出 计 
算 类 数 h, 的 一 种 方法 ,用 这 种 方法 他 算出 当 p 
二 19 时 , 有 均 为 1. 而 fs 等 于 3. 所 以 环 
.[ 5] 没有 惟一 因子 分 解 特性 . 库 默 尔 计算 态 
的 办 法 中 需要 知道 环 ;[&, ] 中 全 部 可 逆 元 素 ， 
所 以 对 于 大 的 素数 p ,计算 类 数 如, 仍然 非常 困 
难 ， 

接 下 来 , 库 默 尔 证 明了 一 个 重要 的 结果 .如 
果 ,>1, 但 是 及 不 被 p 除 尽 , 则 费 马 狂想 对 
于 n=p 的 情形 也 仍然 是 对 的 .比如 说 : 当 p = 
23 时 hz =3, 所 以 环 .二 [5 ] 没 有 惟一 因子 分 解 
性 质 ,但 是 3 不 被 23 除 尽 ,所 以 费 马 狂想 对 于 
n=23 的 情形 也 成 立 , 即 x”+ y”= zx” 没有 J 
整数 解 . 

(3) 由 于 类 数 hh, 很 难 计算 ,我 们 不 能 期 户 
先 算出 刀 然后 再 看 它 是 否 被 p 除 尽 . 库 默 尔 随 
后 又 有 新 的 发 现 , 他 找到 了 一 种 不 用 计算 iu 的 
值 就 可 以 判断 是 否 p 1 如 的 新 方法 ,而 且 是 非 
常 初等 的 判别 法 . 令 Bo = 1, 然后 用 下 面 公式 依 
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次 算出 一 批 有 理 数 B,(n =1.2.3，……)， 
— (n+1)B, = Bo+( BT ("1')B, 
+ 
例如 联 n=1, 则 -2B = Bo=1, 所 以 万 = 
-二 -又 令 二 =2, 则 -35: = + 人 (DB =1+ 
3 -二 ) = -到 ,所 以 = 二. 注意 符号 信 ) 表 


不 组 合 数 二 了 一 元 了- 继续 下 考 
1 1 1 
B, =- 30’ Be = Bs = -50 
5 691 
Bio = 66° B72 = 3730 


而 当 4 是 大 于 1 的 奇数 时 ,B, = 0, 这 些 有 理 数 
称 为 伯 努 利 数 ,因为 在 17 世纪 数学 家 伯 努 利 
(Jacob Bernoulli) 就 研究 过 这 些 数 . 库 默 尔 对 
PpP 1 的 初等 判别 法 是 说: 

对 每 个 奇 素数 p,p + 4 当 且 仅 当 p 除 不 
尽 所 有 B,, B44,B。,…,B,-3( 写 成 既 约 分 数 ) 的 
分 子 . 

满足 上 面条 件 的 奇 素数 称 为 正规 素数 , 库 
默 尔 的 结果 (2) 可 以 叙述 成 : 当 p 是 正规 索 数 
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时 , 费 马 猜 想 对 n = p 成 立 .通过 计算 发 更: 在 
100 以 内 的 所 有 奇 素数 当中 除了 37.59 和 67 
之 外 ,其 余 都 是 正规 素数 .这 就 证 明了 当 是 
这 些 奇 素数 时 , 费 苇 猜想 成 立 . 对 于 p = 37, 算 
出 Bs 的 分 子 7709321041217 可 被 37 除 尽 ,所 
以 371h37, 即 37 是 不 正规 素数 .类 似 可 算出 59 
和 67 也 是 不 正规 素数 .从 正规 索 数 和 费 马 猜想 
的 上 述 联系 ,人 们 自然 希望 正规 素数 愈 多 愈 好 . 
基 寺 轿 率 的 考虑 , 猜想 正规 素数 和 不 正规 素数 
都 有 无 穿 多 个 ,而 且 比 例 各 占 Ve = 61% 和 1- 
Ye =39%(e 是 自然 对 数 的 底数 ) .也 就 是 说 , 猜 
想 正 规 素数 比 不 正规 素数 要 多 .但 是 目前 只 证 
明了 不 正规 素数 有 无 穷 多 个 .至 于 正规 素数 是 
否 有 无 穷 多 个 , 则 至 今 没 有 管 案 . 

除了 上 述 三 项 结果 与 费 马 猜 想 有 直接 关系 
之 外 , 库 默 尔 还 证 明了 另 一 些 深 刻 的 数论 结果 . 
比如 说 ,他 还 给 出 计算 类 数 有 的 一 个 公式 ,但 
是 计算 中 舌 要 环 ::[ 5,] 中 可 道 元 素 的 知识 . 库 
默 尔 从 费 马 猜想 人 手 , 深 刻 地 研究 了 一 类 域 的 
数论 性 质 , 这 类 域 称 为 分 圆 域 .而 在 库 默 尔 之 前 
半 个 世纪 ,高 斯 在 研究 方程 ax? + bxy+ cy ?=n 
(x+ 和 =m) 整 数 解 时 ,深刻 地 探讨 了 一 次 域 
的 数论 性 质 .此 后 ,他 们 的 理论 被 德国 数学 家 戴 
德 金 (Dedekind) 和 犹 里 赫 利 加 以 扩充 和 完善 
《比如 说 : 库 默 尔 的 “理想 数 ” 灾 成 为 现在 环 论 中 
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一 个 重要 的 概念 :理想 ) ,形成 了 研究 代数 数 域 
的 一 般 理论 .1898 年 ,德国 大 数学 家 和 希 尔 伯 特 
和 写 了 《数论 报告 > 一 书 ,系统 总 结 和 进一步 发 展 
了 代数 数 域 的 理论 ,从 19 世纪 初期 的 高 斯 到 
19 世纪 末期 的 希 尔 伯 特 ,数论 的 一 个 新 的 分 支 
一 一 代数 数论 走 过 了 产生 .发展 和 完善 的 历程 ， 
而 费 马 猜 想 的 研究 对 于 这 个 新 数论 分 支 起 了 促 
进 作 用 . 另 一 方面 ,德国 大 数学 家 黎 曼 村 1859 
年 开创 了 数论 的 另 一 个 重要 分 支 :解析 数论 (我 
们 在 以 后 将 作 介绍 ), 所 以 到 了 19 世纪 ,数论 的 
中 心 由 法 国 转 到 德国 . 

到 了 世纪 交替 的 1900 年 , 希 尔 伯 特 在 巴黎 
举行 的 第 一 次 才 界 数学 家 大 会 上 ,提出 了 23 个 
著名 的 数学 问题 .其 中 有 6 个 数论 问题 ,但 是 没 
有 提 到 费 马 猜想 .在 20 所 纪 , 数 论 一 直 是 一 个 
十 分 活跃 的 研究 领域 .在 数论 中 引入 了 非常 丰 
富 的 数学 思想 .方法 和 工具 ,建立 了 许多 新 的 数 
论 分 支 ,取得 了 一 系列 重大 的 数论 成 果 .数学 家 
和 数学 爱好 者 对 费 马 猜想 的 研究 也 一 直 在 进 
行 .20 世纪 60 年 代 之 后 ,计算 机 科学 与 技术 得 
到 飞速 的 发 展 ,计算 机 在 数学 分 究 中 得 到 您 来 
人 鳄 普 遍 的 使 用 .1978 年 ,理论 研究 和 计算 机 的 
使 用 相 结 合 , 人 们 证 明了 对 于 m 是 不 超过 
125 000 的 奇 素数 , 费 马 猜想 均 成 立 . 但 是 总 起 
来 说 ,20 世纪 的 前 80 年 , 费 马 猜想 的 研究 没有 
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+ 分 重大 的 突破 .数学 在 不 断 的 发 展 ,这 些 发 展 
事实 上 为 费 马 猜 想 的 最 终 解决 在 准备 新 的 思 
想 .方法 和 工具 .但 是 在 20 世纪 86 年 代 以 前 人 
们 并 没有 清楚 地 看 到 这 一 点 .比如 说 ,虽然 证 明 
了 对 所 有 不 超过 125 000 的 奇 素数 p ,方程 x* 
+ =z* 都 没有 址 整数 解 ,但 是 人 们 仍旧 不 知 
道 这 样 的 奇 素数 p 是 否 有 无 穷 多 个 ,这 件 事 - 
直到 80 年 代 之 后 才 被 证 明 . 所 以 在 80 年 代 以 
将, 不 少数 学 家 认为 费 马 猜想 的 最 终 解决 是 21 
世纪 的 事情 ， 

到 了 20 世纪 80 年 代 , 对 费 马 猜想 的 研究 
兴趣 又 重新 高 涨 起 来 .如 果 说 19 世纪 费 马 猜想 
的 研究 是 代数 和 数论 相互 促进 的 结果 ,那么 这 
一 次 则 得 益 于 几何 与 数论 的 结合 .具体 说 来 ， 
1983 年 前 联邦 德国 28 岁 的 法 廷 斯 (Faltings) 证 
明了 关于 代数 曲线 .上 上 有理数 点 的 莫 代 尔 猜想 ， 
使 人 们 感到 儿 何 方法 或 许 是 解决 费 马 猜想 的 新 
的 有 效 途 径 . 这 样 一 来 ,我 们 在 下 节 要 转 到 几何 
上 来 . 
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侈 几何 的 介入 : 费 马 曲线 


费 与 稍 想 是 说 :对 每 个 m33, 方 程 x+ 人 
= z"” 没有 下 整数 解 .如 打 我 们 硝 微 扩大 范 用 
在 所 有 整数 中 考虑 ,了 著 人 么 此 方程 有 一 类 平凡 的 
整数 解 , 芭 x,y,z 当中 至 少 有 一 个 为 0 的 那些 
解 . 当 为 偶数 时 .这 种 解 为 (zx,y,z)=(0,a， 
+a) 和 (ea:0,+a). 耐 妆 mn 为 奇数 时 .这 种 解 
有 (x,y,2)= (0,a,0),(a,0,a) 和 (a,—- a, 
90), 其 中 & 是 任意 整数 . 除 此 之 外 ,其 他 解 都 称 
为 非 零 整数 解 ( 即 x ,y,z 均 为 非 零 整数 ) .每 个 
正 整 数 解 吕 然 是 非 零 整数 解 . 反 过 来 ,由 非 零 整 
数 解 也 中 造 出 正 整 数 解 .因为 若 (%,y,z)= 
Ca.6,c) 是 x" + y* = z" 的 非 等 整数 解 , 则 当 
为 偶数 时 ,(x,y,z)=(lal,151,1c1) 就 是 正 
整数 解 .而 当 n 是 奇数 时 , 141,151 和 和 i cl 一 定 
彼此 不 同 . 取 z 为 这 三 个 绝对 值 当 中 的 最 大 
者 ,zx 和 y 取 为 剩 下 两 个 绝对 值 , 便 得 到 方程 的 
-组 正 整数 解 .所 以 费 马 狂想 也 可 以 说 成 : 
对 每 个 严 沁 3, 方 程 刀 + 和 = 有 没有 非 零 
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整数 解 . 

让 我 们 和 再 做 一 些 安 化 . 令 蔗 = 过， Y = 十 ， 
则 方程 x + y"” = zs” 变 戌 + Y=1. 所 以 车 
{x,y,z)=(a,b,c) 是 方程 x* + y= z” 的 间 


尝 整 数 解 , 则 (天 ,了 ) = { 于 ,也 是 方程 Yo + 


=1 的 非 零 有 理 数 解 .反之 , 若 ( 半 ,YF)=(4， 
B) 是 方程 Kx" + Y" =1 的 非 零 有 理 数 解 ,将 非 
零 有 理 数 4 和 8B 表 战 其 有 公分 母 的 分 数 4A = 
全 ,及 = 过 ,其 中 a, b,c 均 为 整数 , 则 (4，y,z) 
= 《ga,8,0) 就 是 x" + y" = z" 的 非 零 整数 解 .于 
是 , 费 马 猜想 又 等 价 于 说 : 

对 每 个 n>3, 方 程 XY* + Y" =1 没有 非 零 
有 理 数 解 ( 指 X 和 下 均 不 为 0). 

我 们 把 三 个 变量 的 费 马 方程 变 成 只 有 两 个 
变量 的 方程 ,并 且 解 的 范围 也 由 整数 环 改 成 有 
理 数 域 . - 般 来 说 ,研究 方程 在 域 中 的 解 比 研究 
在 环 中 的 解 要 容易 . 如果 把 解 的 范围 从 有 理 数 
域 再 扩大 到 实数 域 ,问题 就 变 成 几何 学 的 研究 
对 象 了 .因为 对 两 个 变量 的 实 系数 多 项 式 f(x， 
7y), 方 程 f(x ,y) =0 的 全 部 实数 解 在 坐标 平面 
上 通常 绘 成 一 条 (或 几 条 ) 连 续 曲 线 . 比如 前 而 
的 方程 x"+ y" ~ 1=0, 当 x 为 候 数 时 则 是 形 如 
图 2 的 封闭 曲线 ,而 当 nn 为 奇数 时 ,是 形 如 图 3 
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图 3 x+rP=1 


而 费 己 猜想 等 价 于 说 :这 些 曲线 ( 称 为 费 马 曲 
线 ) 上 除了 与 坐标 轴 的 交点 之 外 ,不 再 有 其 他 有 
理 数 点 . 


对 于 般 情 撒 ,要 从 一 条 曲线 上 挑 出 所 有 


的 有 理 数 点 仍旧 是 相当 困难 的 ,但 是 对 于 特殊 


的 


线 ,我 们 可 以 用 下 何 的 方法 向 这 件 事 .例如 
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对 于 单位 圆周 x? + y* =1( 图 4), 我 们 取 其 上 的 

-个 有 理 点 P=(-1.0). 若 (4 :万 ) 是 圆周 上 另 
一 个 有 理 点 ,将 此 点 和 点 P 连 成 直线 1, 它 的 方 
程 为 y= tx+1), 其 中 := tana 为 直线 的 斜 
率 ,u 是 直线 1 与 x 轴 正 向 的 火 角 ( -90 < a < 


90) ,并 且 和 斜率 t= 1 是 有 理 数 , 反 过 来 ,对 

下 过 点 己 的 任意 直线 1 如果 斜 府 ， 为 有 理 数 ， 

该 直线 的 方程 为 y = +(x + 1). 此 直线 与 单位 

圆周 的 交点 就 是 方程 组 
全 +y 
y= t(x +1) 

的 解 . 当 t=0 时 ,直线 1 是 * 轴 , 它 与 单位 辕 周 

的 交点 为 P=、 一 1,0) 和 (1,0). 当 1x0 时 邻 


2 =- 1， 


s=z !, 则 直线 1 可 写成 x+1= sy. 将 x=sy- 
1 代入 x*+y=1 得 到 (sy -1》+ y=1, 即 
(s+1)y -2sy =0. 于 是 有 两 个 有 理解 y=0 


和 y= 二 =0 时 x=sy-1= -1, 得 到 


交点 P. 当 y= 了 汪 时 <=sy -1= 筷 7 上 ,使得 
到 直线 ! 与 单位 四 同 的 另 一 个 交点 (zy) = 
(二 =1 ) - 取 ， 为 所 有 非 堆 有理数, 即 直 


5s +1's 2 

线 1 的 斜率 1= s-! 跑 遍 所 有 非 零 有 理 数 ,我 们 
便 得 到 单位 圆周 上 所 有 有 理 点 (再 加 上 (x,y) 
(1,0)) .所以 方 王 + y= 1 的 全 部 有 理 
数 解 为 (z,y) = | 与 汪 ,过 )(s 过 所 有 有 理 


s+1’s’ 


数 ) 和 (1,0). 将 有 理 数 。 表 成 天 ,其 中 mm 和 
为 整数 , 则 


2 2 
m —n 2s 2mn 
一 5 
m + ns*+l] m+n 


可 知 (x,y,2)=(m? 一 nn?,2mn,m + n’) 是 方 
程 x* +y = z 的 整数 解 . 

对 于 椭圆 抛物 线 或 双 曲 线 ,如 果 方 程 的 系 
数 都 是 有 理 数 ,那么 知道 其 上 的 一 个 有 理 点 ,我 
们 可 以 用 同样 的 方法 得 到 其 上 的 无 穿 多 个 有 理 
数 点 .这些 都 是 用 几何 方法 寻求 方程 有 理 数 解 
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的 最 简单 例子 .而 对 于 平面 上 最 简单 的 “曲线 : 
直线 ,容易 判别 其 上 是 否 有 有 理 点 .直线 方程 为 
ax + 好 = cc, 如果 其 中 a,6,c 为 有 理 数 ,并 且 a 
和 4 至 少 有 一 -个 不 为 零 , 易 知 它 必 有 无 穷 多 有 
理 点 . 

综合 上 述 ,我 们 知道 , 设 f(x,y) 是 有 理 数 
为 系数 的 多 项 式 , 当 f(x,y) 的 次 数 记 2 时 , 曲 
线 f(x,y)=0 为 直线 或 二 次 曲线 ( 即 李 圆 , 擅 
物 线 或 双 曲 线 ) .这 些 曲 线 上 或 者 没有 有 理 数 点 
{例如 由 高 斯 定理 知 对 每 个 正 整 数 ,方程 
x + y=3n* 没有 整数 解 ,由 此 可 知 椭圆 x? + 
Y=3. 上 没有 有 理 数 点 ), 或 者 一 定 有 无 穷 多 个 
有 理 数 点 .这 些 曲线 在 代数 几何 学 中 归 成 一 类 ， 
都 称 为 有 理 曲 线 . 用 严格 的 几何 学 术语 说 ,这 类 
曲线 是 “ 亏 格 "为 0 的 曲线 . 亏 格 这 个 概念 来 源 
于 数学 的 一 个 分 支 :拓扑 学 .我 们 不 打算 讲述 亏 
格 的 几何 意义 ,只 是 告诉 大 家 ,每 条 曲线 的 亏 格 
都 是 非 负 整数 . 

第 二 类 曲线 是 亏 格 为 1 的 曲线 .这 类 曲线 
的 典型 方程 为 y*Y= x? + ax+b. 其 中 a 和 和 5 和 均 
为 整数 ,并 且 三 次 多 项 式 x? + ax + 在 复数 域 
中 的 二 个 根 没 有 重 根 (熟知 这 相当 于 江 :4a” + 
27 好 源 0) .这 种 曲线 土 可 能 有 无 穷 多 个 有 理 点 
( 简 如 y* =x? +17 就 有 (%,y) = (-2,3)， 


(5234, 378661 ) ， (| 等 无 穷 多 有 理 
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点 ) ,也 可 能 只 有 有 限 多 个 有 理 点 (例如 y? = 和 
+7x 只 有 个 有 理 点 (0,0),y ”=x -9x 只 有 


3 个 有 理 点 (x,y) = (0;,0) 和 ( +3， 


0)). 这 类 


线 称 为 椭圆 曲线 (注意 不 要 把 椭圆 


的 椭圆 混淆 起 来 ,椭圆 曲线 这 一 名 称 的 由 来 是 : 
在 历史 上 计算 椭圆 某 上 段 弧 长 时 导致 研究 形 妇 


曲线 和 通常 


?= x + ax + 汪 的 方程 ) .椭圆 曲线 上 的 所 有 


了 

有 理 点 可 以 定义 -种 运算 ,使 得 这 
个 交换 群 .20 志 纪 以 来 ,对 于 椭圆 
点 群 的 研究 不 断 深入 ,更 在 已 成 为 
一 个 数论 分 支 , 称 为 * 椭 线 的 算 


些 点 形成 一 
线 上 有 理 
内 容 丰 富 的 
术 理 论 ”. 我 


们 以 后 将 看 到 , 费 马 猜想 最 终 被 证 


剩 下 的 曲线 是 亏 格 >2 的 曲线 


理 点 .我们 说 这 个 猜想 是 "大胆 的 ， 
有 多 少 例子 来 支持 这 个 猜想 , 对 于 


明 是 由 于 它 


.1923 年 , 英 


国 数学 家 葛 德 尔 (Mordel) 提 出 一 个 大 胆 的 猜 
想 :每 条 亏 格 宇 2 的 曲线 上 都 只 有 有 限 多 个 有 


因为 当时 没 
亏 格 二 2 的 


折线 ,决定 它 的 全 部 有 理 点 是 很 困难 的 .所 以 在 


此 猜想 提出 之 后 ,不 少 人 持 剑 疑 的 态度 . 另 一 方 


面 .美国 和 苏联 等 地 的 几何 学 家 们 ! 
大 学 的 代数 几何 学 家 和 莫斯科 大 学 
领导 的 研究 小 组 } 为 研究 这 个 猜想 
努力 .在 这 些 研究 的 基础 上 ,1983 


特别 是 哈佛 
沙 弗 列 维 奇 
E 了 不 懈 的 
年 ,德国 28 
E 确 的 ,法 迁 


岁 的 法 廷 斯 证 明了 葛 德 尔 猜 恕 是 了 
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斯 的 这 项 工作 于 1986 年 得 到 世界 数学 的 最 高 
奖 : 非 尔 兹 {Fields) 奖 . 

现在 将 法 廷 斯 结果 用 于 费 马 曲线 x*” + y= 
1. 当 nz=1 和 2 时 ,*+y=1 和 刀 + 人 =1 分 别 
是 直线 和 单位 圆 疝 ,所 以 均 是 气 格 为 90 的 有 理 曲 
线 .事实 上 , 曲 线 x*+y=1 的 洒 格 为 


Cn -Dtn -2). 当 n=1 和 2 时 此 上 曲线 的 亏 格 


为 0( 即 有 理 则 线 ) ,我 们 已 经 知道 这 两 条 则 线 上 
都 有 无 穷 多 个 有 理 点 . 当 n=3 时 ,x”+y =1 的 
亏 格 为 1, 节 为 椭圆 曲线 .为 了 具体 地 把 x? + yi 
=1 变 成 由 圆 曲 线 的 典 曹 形式 ,我 们 令 y = 
了 9，x = 至 [也 就 是 w= 了 和 ,= 了 一 ), 则 
入 入 TT 和 

方程 和 十 =1 变 成 刀 = 人 -9p+27. 再 令 丰 
=4u, Y=8w-36( 即 = 于 ,= 工 世 26) , 则 方 
程 就 变 成 椭圆 曲线 的 标准 形式 

Y= X16x 27. 


欧 拉 已 经 证 明了 x” + y = 1 只 有 平凡 的 有 理解 
(x,¥) = (0,1) 和 (1,0), 将 此 值 代 人 了 = 4w = 


让 5 和 了 = 8 -36- 认 -36= 3 2 


便 知 椭 贺 曲线 Y? = 1 -16x27 只 有 一 组 有 理 
解 (CX,Y)= (12,36). 当 n 宕 4 时 , 费 马 曲线 
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x" + 一 1 的 亏 格 上 Cn 一 1)(n- 2) 二 3. 于 是 


由 法 廷 斯 的 结果 .可 知 x* + y=1(n 之 4) 只 有 
有 限 多 个 有 理解 .这 个 结果 还 不 能 推出 费 蕊 猜 
想 ,因为 本 节 一 开始 就 说 过 , 费 马 续 想 等 价 于 说 
"+ 六 =1 没 有 非 零 的 有 理 数 解 ， 

但 是 法 廷 斯 结果 还 是 给 出 费 马 猜想 的 一 种 
推进 .根据 上 述 可 知 ,x” + y =16nz4) 的 非 零 
有 了 理 数 解 只 有 有 限 多 个 (而 我 们 的 希望 是 :根本 
就 没有 非 零 有 理 数 解 .对 x* + y” = 1 的 每 个 
非 零 整 解 x=,y =, 其 中 a,b,c 是 互 素 的 


非 零 整 数 , 则 (x,y,z)=(a,b,c) 就 是 x + y" 
= zs” 的 一 组 非 零 整 数 解 .由 a,5&8,c 互 素 可 知 
其 中 任意 两 个 整数 都 是 碟 素 的 (我 们 对 n =2 
的 情况 证 明 过 这 件 事 ,n 宇 3 情形 可 同样 证 明 ). 
这 样 的 整数 解 称 为 rz* + y" = z” 的 基本 解 ,而 
每 个 非 零 整数 解 部 可 由 某 个 基 卡 解 共同 乘 上 一 
个 非 零 整数 而 得 到 .按照 鞋 述 方式 ,可 知 < 二 
和 = 1 的 非常 有 理 数 解 和 x" + y" = s” 的 基本 
解 是 - -一 对 应 的 .所 以 由 法 廷 斯 结果 对 费 马 猜 
想 得 出 的 结论 为 : 当 n>4 时 , 旋 程 x" + yy =z” 
的 基本 解 (x,y,z)= 《a,b,c)( 央 a,58,c 为 两 
两 互 罕 的 非 等 整数 ) 至 多 有 有 有 限 多 个 (而 费 马 猜 
想 则 等 价 于 说 根本 没有 基 椒 解 ) 

仅 管 法 廷 斯 结果 没有 完全 解决 费 马 猜想 ， 
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而 且 也 没有 对 任何 新 的 值 证 明 费 马 铺 想 .但 
是 法 廷 斯 结果 是 对 所 有 亏 格 二 2 曲线 的 论断 ,用 
到 费 马 曲线 x* + y* =1 上 只 不 过 是 一 个 小 小 的 
推论 . 另 一 方面 ,这 个 推论 是 对 所 有 的 ”>4 都 
是 适用 的 .在 这 之 前 ,人们 还 没有 对 所 有 的 
给 出 费 马 猜想 的 一 般 性 结果 .最 重要 的 是 :法 廷 
斯 结果 对 费 马 猜想 的 这 个 推动 打破 了 百 余年 来 
费 马 猜想 研究 工作 的 沉寂 局 而 .许多 数学 家 相 
信 ,采用 进一步 的 几何 方法 有 希望 解决 费 马 猜 
想 . 短 短 的 儿 年 时 ,人 们 设计 出 三 种 以 上 的 几何 
学 研究 方案 .但 是 得 到 成 功 的 都 是 在 这 些 方案 
之 外 ,对 竟 马 猜想 和 椭圆 曲线 相 联 系 的 -个 意 
外 的 发 现 .而 且 这 种 联系 是 通过 研究 数论 的 另 
一 个 重要 手段 一 一 解析 方法 建立 起 来 的 .所 以 
我 们 在 下 一 节 先 介绍 研究 数论 的 解析 方法 , 然 
后 再 介绍 构 圆 曲线 的 知识 和 与 费 马 猜想 的 意外 
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@ 解析 的 介入 


整数 等 间隔 地 排列 在 实数 轴 上 ,所 以 数论 
本 质 上 是 研究 离散 对 象 性 质 的 一 门 数学 学 问 . 
17 世纪 由 和 牛顿 和 莱 布 尼 芯 发 明了 微 积 分 ,后 来 
又 发 展 出 复 变 函数 论 .调和 分 析 等 各 种 数学 解 
析 理 论 ,都 是 以 连续 的 对 象 作 为 研究 主体 .把 解 
析 的 方法 引 到 数论 中 来 ,是 忻 非 常 有 趣 的 事件 ， 
体现 出 世上 离散 对 象 和 连续 对 人 象 的 联系 . 

第 一 个 做 这 件 事 的 是 欧 拉 .18 世纪 初期 ,他 
所 热心 的 一 个 研究 课题 是 把 无 穷 多 个 实数 a)， 
aa da ,ar 全 部 加 起 来 是 否 有 极限 .也 就 是 
说 , 今 5 = a + g++ us; 我 们 把 实数 序列 


前 个 数 相 加 s。 也 表示 成 >) a; .要 问 当 4 趋 

于 无 穷 时 (表示 成 a 一 w) ,实数 。 是 否 存 在 极 

限 .如 果 有 极限 为 4, 即 lims, = 4 ,我 们 就 把 这 

个 极限 记 成 a. 并 且说 这 个 求 和 是 收 全 的 
i=] 

(收敛 于 4). 这 类 数学 问题 称 为 级 数 的 求 和 . 
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中 学 里 学 过 的 等 比 级 数 ao = a, a = aqg» 22 = 
ag ,a = ag ,就 是 一 个 例子 (其 中 e 和 
g 均 为 实数 , 称 为 等 比 级 数 的 首 项 和 公 比 ). 我 
们 知道 ,对 于 这 种 情形 当 4 关上 时 ， 


=all+g+tgq + +q)= 
如 果 1g1l<1, 则 当 ?一 oo 时 人 一 0 于 是 s 一 
天 一 “_ .也 就 是 说 ， 

一 了 


当 1g1>1 时 ,级 数 不 收 全 (也 称 为 发 散 ). 男 一 
个 发 散 的 典型 例子 为 


将 第 3,4 项 相 加 则 于 + > 】+ 上 = 二 ,其 后 的 


1 1 1 1 1 1 1 3 
| 
4 项 相 加 , 则 s+ 亲 十 玫 + 林 > 可 十 误 二 更 十 于 


= 于 .继续 下 去 ,再 将 其 后 的 8 项 相 加 ,又 得 到 
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LT ll,...+r) | 这 个 纪 
十 二 十 +j6>8 6 2- 由 此 可 知 这 个 级 


数 是 无 穷 多 个 了 加 任 - 起 ,所 以 是 无 穷 大 w, 芭 


> = = (不 收 化 ). 接 下 来 欧 拉 考 起 ) 六 于 

= 》)n…. 欧 拉 发 现 , 当 。 比 1 稍微 大 一 点 时 ， 
则 这 个 级 数 就 收 售 . 这 个 求 和 值 显然 依赖 于 。， 
所 以 我 们 得 到 -个 关于， 的 实 冰 数 


Es) = 中 (s > 1). 


n=1 
类 似 地 . 欧 拉 还 考虑 实数 序列 al aa，an 


和 


乘积 是 条 有 极限 .以 I 表示 序列 前 5 个 实 
数 之 乘积 qj aa pa ,要 问 极 眼 Bm [| a, 是 否 
存在 .如 果 这 个 极限 存在 并 且 是 4， 我 们 记 为 
hn ea = 4, 并且 当 4 短 0 时 , 称 无 穷 乘 积 是 收 

有 限 个 实数 相 加 或 想 污 是 满足 交换 律 的 ， 


期 计算 a + az+t + a 或 aoa 时 可 以 任 
意 交 换 a,,…, a 的 次 序 . 无 穷 级 数 求 和 om + 


4+ r+… 与 万 穷 冬 积 [| a 在 调换 因子 
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次 序 时 要 格外 小 心 .例如 可 以 算出 


-2 +… = In2, (9.1) 


其 中 右边 的 自然 对 数 ln2 是 正 实数 .但 是 如 果 
把 左边 级 数 各 项 出 现 的 次 序 改 成 


1 
1 1 1 1 
5 
1 1 > 
一 25 2* :5 + (9.2) 


在 (9.1) 式 的 左边 ， 所 有 正 奇数 的 倒数 1, 了 了， 守 ， 


… 都 是 正 号 ,而 (9.2) 式 中 每 行 的 第 1 个 数 正好 
人 在 (9.1) 式 的 左边 ,所 有 正 偶数 的 倒数 
寺 , 于 二， 都 是 负 号 ,由 于 每 个 偶数 都 众 - -地 
写成 正 奇数 乘 以 2(1 1 可 知 (9.2) 式 带 负 号 
的 那些 项 也 正好 与 (9.1) 式 左边 的 诸 项 一 致 .但 
是 不 难 算出 ,(9.2) 式 的 每 一 行 的 值 邯 是 0， 所 以 
(9.2) 式 的 值 为 0, 而 In2 > 0, 这 表明 车 a; + ax 
”116 > 


+ 二 G+ 一 政 化 本 4, 即 > 0 = ,将 诸 
a, 重新 排列 次 序 之 后 ,其 和 可 能 不 存在 极限 ， 


或 者 极限 不 等 于 4 . 
进一步 的 研究 表明 ,如 果 对 al + aa + … 十 


an + 加 上 一 些 条 件 , 就 可 以 克服 这 些 麻 烦 . 通 


常用 得 最 多 的 条 件 是 要 求 > Fal=loml+ 


lasl+ +1ol+… 是 收 敏 的 ,) 这 称 > a. 是 


四 | 


绝对 收 贫 . 可 以 证 明 , 在 绚 对 收 伊 条件 下 , 若 


沁 a。 = 4 , 则 将 a, 任意 交换 次 序 ,其 和 仍 有 
极限 ,并 且 极 限 值 仍 为 4. 上面 例 子 出 现 的 问 
题 , 症 由 于 1 一 方 + 沁 一 才 + 不 纺 对 收 化 , 即 


1+ 二 + 了 + A 
类 似 地 ,将 分 配 律 (al + aa)(5 + 5b)= 
ab + ap + 4b + ae 试图 推广 到 


( 光 0)( 3%) 上 去 也 会 有 局 样 的 麻烦 .假如 


入。 和 1b 都 是 收 修 的 ,其 和 值 分 别 为 4 和 
1 J=1 
8B .我 们 如 何 对 


7 


{ Na)l 36) = (a + as 十 


Ft) Bb +t bt + hb, +) {9.3) 


采用 分 配 律 ? 每 个 a。 和 每 个 6 人 相 莱 得 到 所 有 
的 on (am =1,2,3，…), 我 们 甚至 都 很 难说 
出 这 无 穷 多 项 以 何 种 排列 方式 相 加 , 才 是 最 合 
理 的 .在 这 里 ,又 是 绝对 收 敏 条 件 可 以 解决 麻 
频 : 如 果 ui Tat 入) 1 5 1 均 收 合 , 那 么 可 


以 证 明 ,无 沦 将 无 穷 多 项 ap (n,m = 1,2, 
3,…) 如 何 排列 ,其 和 一 定 有 极限 ,并 且 极 限 值 
一 定 为 (9. 3) 式 的 左边 (> )(36) = AB. 

类 似 地 ,如 果 3 个， 4 个 ， 以 生 企 意 有 限 多 
个 无 限 求 和 都 是 绝对 收 敏 的 ,那么 也 可 以 使 
分 配 律 来 求 它们 的 乘积 .最 后 ,对 于 无 限 多 个 无 
女 求 和 是 告 有 分 配 律 ?我 们 以 后 只 用 到 以 下 的 
特殊 情形 : 

(ll+rat+ast i)(l+b + b+") 

“(1+ c+ e+)…( 无 穷 个 ) =? 


(9.4) 


假设 左边 每 个 挡 号 均 是 收 傅 的 , 令 1+al+ az 
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二 4] 十 有 十 有 十 +CI 二 ea 十 
=C, 如 此 等 等 ,并 且 无 穷 乘积 A8C… 也 是 收 
敛 的 .我 们 如 何 对 (9.4) 式 左边 使 用 分 配 律 ? 首 
先 我 们 要 和 弄 清 (9.4) 式 左边 展开 之 后 都 有 哪些 
项 .我 们 知道 ,(9.4) 式 的 左边 是 


A=l+am+g+'", 
AB =(l1+atart+)(l+r b+ 6 +) 
=]+a to t+ bt bt + ob,, 
ABC =(1+a +as+") 
“Cl+bitbrt ll+te +c +.°) 


=1+ at Db + oot+ ab +t Dac 


+ bcs + > 和 ic 


的 极限 .车 (1 + al tao4+…),(1+ b+ b+.)， 
(1+ e+ e+"…) 等 等 都 是 绝对 收 合 的 ,由 前 所 
述 , 上 述 关于 4 ,4B,4BC… 的 请 式 均 正 确 , 所 以 
它们 的 极限 就 是 无 穷 乘积 ABC…. 

初 看 起 来 ,将 (9.4) 式 左边 使 用 分 配 律 , 似 
乎 应 当 从 每 个 括号 中 取 任 意 一 项 ,然后 将 它们 
乘 起 来 ,再 把 无 穷 多 个 这 种 乘积 加 在 - -起 ,这 样 
做 就 会 有 许多 乘积 是 无 穷 乘 积 apcex…: 但 事 
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实 上 并 不 如 此 ,因为 在 4,48,ABC,… 的 展开 
式 和 中 ,每 项 都 是 有 限 乘 积 :1.a,， bjs ct 
CC bcas ab cs 政 它 们 的 极限 ,可 知 
(9.4) 式 左边 按 分 配 律 展开 应 当 是 只 在 有 限 多 
个 括号 中 取 不 是 1 的 数 ,而 其 余 插 号 均 取 求 和 
的 第 1 项 !, 这 样 乘 起 来 都 是 有 限 乘 积 ,把 这 些 
有 限 乘 积 (以 任意 次 序 ) 相 加 就 是 4BC…. 这 是 
我 们 要 特别 说 明 的 ~ 点 . 

有 了 以 上 这 些 准备 ,就 叮 继续 讲述 我 们 的 
故事 .1737 年 , 欧 拉 在 研究 无 限 求 和 以 及 无 限 
乘积 的 许多 新 奇 的 击 象 时 ,发 韦 了 如 下 的 一 个 
等 式 : 


= ]1G-p (Cs>D,(9.5) 


其 中 左边 是 匹 穷 级 数 求 和 ,而 有 边 p 过 所 有 的 
素数 ,所 以 是 无 闪 乘 积 .由 于 (9.5) 式 诸 项 部 是 
正 数 ,从 而 当 s> 1 时 绝对 收 敏 性 没有 问题 ,所 
以 我 们 可 以 采用 上 述 的 分 配 律 并 且 求 和 可 采取 
任意 次 序 .现在 解释 公式 (9.5) 为 什么 是 正确 
的 .对 每 个 秦 数 p， 


__! 
-Tp 


一 2s 


=l+p +p 二 


《1 一 PP) 
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十 石 ” 十 
注意 此 式 右边 的 等 比 级 数 是 (绝对 ) 收 敏 的 .于 
是 (9.6) 式 可 写成 


1+ 十 二 二 
也 


1 
7 
= it + + + js > 1)， 
(9.6) 

此 式 右边 就 是 无 限 求 和 的 无 穷 乘 积 .按照 前 曾 
的 说 明 , 将 (9.6) 式 右边 按 分 配 律 展开 时 ,应 当 
只 在 有 限 个 括号 中 取 不 为 工 的 项 ,其 余 括 号 均 


取 1. 假设 在 素数 pj 对 应 的 括号 中 取 一 ,ps 


对 应 的 括号 中 取 -1;,…, p, 对 应 的 括号 中 取 
Pp, 


pp ,而 其 余 括 号 均 取 第 1 项 1 , 乘 起 来 为 


1 ll 
pr pep nm 
其 中 于 = py pS … ph. 圳 是 (9.6) 式 左边 的 一 


项 ,由 十 正 整 数 的 惟 -- 因 子 分 解 性 ,(9.6) 式 左 
边 求 和 的 各 项 与 右边 展开 后 的 各 项 是 一 一 对 应 
的 . 当 *> 工 时 ,绝对 收敛 性 保证 求 和 与 各 项 排 
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列 次 序 无 关 . 这 就 证 明 (9.6) 式 (和 (9.5) 式 ) 的 
正确 性 . 

公式 (9.5) 和 (9.6) 称 为 栅 数 5(s) 的 欧 拉 
元 穷 乘积 表达 式 , 它 体现 了 整数 环 .的 惟一 因 
子 分 解 特性 .我 们 还 可 用 公式 (9.5) 证 明 数 论 的 
其 他 性 质 . 举 -- 个 最 平凡 的 例子 ,就 是 用 来 证 明 
素数 有 无 穷 多 个 :如 果 素 数 只 有 有 限 多 个 , 则 
《9.5) 式 的 右边 是 有 限 个 因子 (1 ~- p 0) ”的 乘 
积 . 取 s=1, 右 边 是 有 限 个 正 数 相 乘 ,所 以 值 为 
正 有 理 数 .但 是 左边 当 := 1 时 其 秆 为 w .这 就 
导出 矛盾 .这 个 推导 虽然 简单 ,而且 证 明 的 结果 
也 是 2000 年 前 就 知道 的 事实 ,但 沿 卷 这 种 思路 
可 以 得 出 不 平凡 的 结果 .在 欧 拉 之 后 , 狄 里 替 利 
考虑 满足 如 下 性 质 的 函数 (: 表示 复数 全 体 ,m 
是 国定 的 正 整 数 ) 


XI 

(1) 如 果 a=6(modm), 则 X{a)= XxX(8). 

(2) 当 上 与 有 m 互 素 时 ,X(a)=0. 否 则 
X{a)0. 

(3) 对 任意 整数 a 和 B,X(op)=X(c)， 
XxX(b). 
可 以 证 明 这 样 的 函数 一 共有 gp(m) 个 (v(m) 
是 欧 拉 函数 ). 例 如 ， 
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0, 如 果 (a,m) > 1， 
1, 如 果 (a,m》= 1 
就 是 这 样 的 郴 数 .对 于 m =4,g(4) =2. 除 了 
Xo 之 外 , 模 4 的 另 一 个 这 样 的 函数 为 
0， 若 (a,4) > 1( 即 2 1 a)， 


Xola) -| 


Xla) = 11， 若 a 二 1(mod 4)， 
-1 车 a =- 1(mod 4). 
对 于 每 个 这 样 的 函数 X( 称 为 模 m 的 狱 里 赫 利 
特征 ) ,可 以 构 作 级 数 ( 由 性 质 (3) 可 知 xX(1) = 
DD 


Lssx)= DP xn)n’ 


=1+ X20) + X03) 十 “十 XCn) 十 


(9.7) 


性 质 (3) 可 知 这 个 函数 也 有 欧 拉 乘积 表达 式 : 


L(s,X) = [a 


,8 
Pp 
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= {T 0 -Xp (s > 1). 
(9.8) 


zs,X) 称 为 狄 里 替 利 三 函数 .可 以 证 明 (9.7) 
式 在 s > 1 时 是 绝对 收 争 的 .所 以 (9.8) 式 对 于 
s> 1 时 成 立 . 犹 里 稀 利 还 证 明了 对 每 个 XX 六 Xo， 
L(ts,X) 在 s=1 时 也 收 伍 , 且 其 值 L (1,X) 


= > Xn 不 为 0. 利用 上 函数 的 这 个 性 质 


狄 里 殖 利 证 明 了 如 下 的 深刻 结果 :对 每 个 与 m 
互 素 的 正 整 数 a, 等 差 级 数 ,a,a+ m,a+ 
2m,… ,atim,a+ (1+1)m,*… 当 中 一 定 有 
无 穷 多 个 素数 .这 不 仅 在 当时 是 一 个 重要 的 新 
结果 ,而 且 现 在 用 纯 数论 方法 来 证 明 也 是 很 困 
难 的 . 

欧 拉 只 是 对 实数 值 * 来 研究 实 函 数 Es). 
1859 年 ,德国 大 数学 家 黎 曼 (Riemana, 1826 ~ 
1866) 做 了 重要 的 工作 ,他 把 5ts) 看 成 是 复 变 
量 s=o+ 让 的 函数 .级 数 5(s)= Dn 在 s 


的 实数 部 分 Re(s) =o 大 于 1 时 是 绝对 收 敏 
的 ,因为 1n -1 = .并 且 把 《(s) 解 析 开 拓 成 
整个 复 乎 面 上 的 亚 纯 函数 ,而 且 还 证 明了 85) 
满足 一 个 函数 方程 


5(s) = fs) El -5), 
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其 中 frs) 是 一 个 熟知 的 复 变 函数 .在 把 &(s) 
的 安 量 s 扩大 到 整个 复 平面 上 之 后 ,证 明了 
5= -2,-4,-6… 都 是 fs) 的 零点 ( 即 
5 -2n)=0,n=1,2,3,-…). 这 些 称 为 E(s) 的 
平凡 零点 , 黎 曼 猜想 :5(s) 的 所 有 其 他 堆 点 的 


实数 部 分 都 等 于 了 ,这 就 是 著名 的 黎 曼 猜想 . 黎 


曙 猜 想 可 以 推出 许多 数论 上 的 重要 结果 ,但 是 
黎 曼 猜想 至 今 未 被 证 明 ( 或 推翻 ) . 

基于 黎 曼 这 项 工作 ,开创 了 用 复 变 函数 的 
解析 方法 进行 数论 研究 的 途径 . 产 牛 了 数论 的 
-个 重要 分 支 :解析 数论 . 函数“(s) 电 由 此 被 
后 人 称 作 黎 友 5( zeta) 函 数 .类 似 地 ,人 们 发 现 
狐 里 赫 利 函数 L(s,X) 也 可 以 解析 并 拓 成 整 
个 复 平 面 上 的 函数 ,并 且 也 有 形 如 L(s,X) = 
f(s) Ll -s,X) 的 函数 方程 ,其 中 xX 是 与 X 有 
关 的 另 - :个 狄 里 赫 利 特征 . 

为 了 本 书后 面 的 需要 ,我 们 肯 介 绍 复 变 函 
数 的 一 个 解析 特性 ,并 且说 明 这 种 解析 特性 和 
数论 的 联系 .让 我 们 从 大 家 熟悉 的 多 项 式 情 形 
谈 起 . 设 f(z) 是 一 个 复 系数 的 n 次 多 项 式 , 代 
数 基本 定理 是 说 , f(z) 在 复数 域 中 一 共有 个 
根 & as, ,as 并且 f(z) 可 以 写成 
f(z2) = atz -az 一 az 一 an) 
其 中 gx 0 是 多 项 式 f(z) 的 最 高 次 项 的 系数 
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( 首 项 系数 ). 这 n 个 根 当 中 可 能 有 相同 的 重 
根 . 假 设 = 个 根 当 中 愉 有 上 个 为 a(z1), 称 wa 
是 f(z) 的 n 重 根 或 n 重 零点 这 时 


f(z2) = a(z — a)'g(z), 


其 中 g(z) 不 再 有 和 根 a, 因 此 8(a) 关 0. 所 以 f 
可 由 lim rs = ag (a) x0 来 决定 .现在 设 


(sz 一 

f(z) 是 有 理 函 数 
A(z) 
f(z) = Hea) 


其 中 4(z) 和 B(z) 是 复 系 数 的 多 项 式 ,并 且 
A(z) 和 8B(z) 没 有 公共 根 . 则 B(z) 的 :有 阶 零 
点 8( 1 之 1) 称 为 A(z) 的 上 阶 极点 .这 时 B(z) = 
(z -8)'g(z),g(B) 尖 0. 由 于 4(z) 和 B(z) 没 
有 公 根 , 4(8)z0. 于 是 4 由 


lim(2 - PF(2) = 4 < 0 
所 决定 .通过 这 些 直观 ,我 们 可 以 考虑 任何 一 个 
复 变 两 数 f(s) .对 某 个 复数 a, 如果 有 正 整数 
+ 使 得 lim 是 非 零 复数 , 称 a 是 f(z) 
的 4 阶 零 点 .如 果 lim(z - a)'f(z) 是 非 零 复数 ， 
称 : 是 f(z) 的 二 阶 极点 . 
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零点 和 极点 是 复 变 函数 的 解析 性 质 ,这 种 
人 性质 也 晒 用 于 研究 数论 问题 ,例如 对 歼 曼 了 了 消 
数 5(s), 可 以 算出 lim(s 一 1)8Cs)=], 所 以 
s= 二 1 是 5(s) 的 1 阶 极点 ,并 且 由 函数 方程 可 推 
出 5{s) 不 再 有 任何 极点 .出 此 可 以 得 到 素数 分 
布 的 -- 些 重要 结果 ,解析 方法 也 可 用 到 代数 数 
论 的 研究 中 .对 于 每 个 代数 数 域 天 , 狄 德 金 在 
(19 直 纪 ) 构 作 了 一 个 8 两 数 Ex(s). 它 也 有 欧 
拉 乘 积 展 开 { 当 > 工时 ), 可 解析 开拓 到 整个 
复 平 而 上 ,并 下 有 彤 如 Ex(s)= f(s) Ei(1~s) 
的 因数 方程 .在 *=1 处 人 们 计算 出 
2 2) ha Rs 
V1 axrl 


lim(s — 1) &x Cs) = ¥ 0, 


(9.9} 


其 中 ,rs hx ,Ri ,dx 都 是 与 数 域 灭 的 算术 
和 代数 性 质 有 关 的 复数 ,比如 ix 是 数 域 六 的 
类 数 . 它 是 一 个 止 整数 ,并 且 hx = 1 当日 仅 当 数 
域 天 的 整数 环 具 有 惟一 因子 分 解 特 性 .所 以 
(9.9) 式 不 仪表 明 ;= 1 是 bx《s) 的 | 阶 航 点 ,而 
玉 计 算 左 边 的 极限 可 以 用 来 求 出 类 数 hx 的 
值 .这 就 使 得 判别 一 个 环 是 否 其 有 惟 -因子 分 
解 特性 这 个 数论 问题 ,归结 于 丽 数 fx (s) 的 一 
个 极限 值 im(s - 1)5xts) 的 计算 问题 .高 斯 和 


27 ， 


库 默 尔 就 是 用 这 种 方法 分 别 给 出 了 二 次 域 和 分 

图 域 的 类 数 解析 计算 公式 ,用 此 来 判别 坏 

Le] 和 [5 4 是 否 有 惟一 因子 分 解 特性 . 
黎 曼 5 函数 


t(s) = bi {(s=o+it,o > 1) 


"=1 


《9.10) 


在 za>1 时 可 以 用 计算 右边 的 级 数 来 求 出 5(s) 
的 值 .特别 对 正 整 数 s =2,3,4,… 可 以 这 样 做 . 
但 是 这 个 级 数 的 确切 值 求 起 来 并 不 容易 . 欧 拉 
于 17460 年 用 三 角 函 数 的 人 性质, 计算 出 5(s) 在 
正 偶 数 *=2,4,6,… 处 的 值 为 


#020) = SC Pai Ba (4 = 1,2,3,), 


(9.11) 


其 中 B24 是 第 7 节 所 述 的 伯 努 利 数 .例如 当下 = 


1,2 时 ,B= 吉 ,B， = -用 .于 是 


1 1 
二 3) = 1+ 责 十 可 二 


0 Lx 

“2.(4!) 30 = 90， 
等 等 .所 以 5g(2k) 是 * 秉 上 -个 有 理 数 (注意 
伯 努 利 数 部 是 有 理 数 ) .圆周 率 x 不 仅 不 是 有 理 
数 ,而 且 也 不 是 一 般 的 无 理 数 .x 不 是 任何 整 系 
数 多 项 式 的 根 . 像 /2, 5 = e* 这 样 的 无 理 数 分 
别 为 整 系数 多 项 式 x -2 和 x”-1 的 根 ,这 种 
数 称 为 代数 数 .其 他 无 理 数 称 为 超越 数 .x 和 x 
的 任何 方 协 x' 部 是 超越 数 .所 以 从 我 们 算出 的 
公式 (9.11) 可 知 5(2k)(k =1,2,3,…) 都 是 超 
越 数 . 另 一 方面 , 5(s) 在 正 奇 数 s =3,5,7,-… 处 
的 值 到 目前 为 目 没 有 像 正 偶数 情形 那样 令 人 从 
快 的 公式 (9.11). 人 人 们 猜想 & (3), 8 (5)， 
5(7),… 也 都 是 超越 数 .这 个 问题 至 今 没 有 解 


前 由 知 = 1 .1 .1 
决 .目前 只 知道 (3)=1+ 训 + 态 二 而 


上 
+135+ … 是 无 理 数 ， 


关于 黎 曼 《 函数 5(s) 在 负 整数 处 的 值 
多 -A)(E=1,2,…), 我 们 不 能 用 级 数 (9.10) 
来 计算 ,因为 在 负 整数 处 的 值 不 是 由 (9.10) 式 
定义 的 ,而 是 通过 函数 方程 把 5(s) 开 拓 到 这 些 
点 上 去 .利用 函数 方程 可 算出 
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Et— Ek) = 一 天 一 Ck = 1 2.3，…)， 


(9.12) 


当 nn 为 大 于 1 的 奇数 时 ,有 =0. 由 此 可 知 s = 
-2, -4, - 6,… 都 是 5s) 的 零点 .而 当 s= 
1, 一 3, -5,… 了 时 8(s) 是 非 零 的 有 理 数 .注意 
5(s) 在 整数 sE > 的 取 值 公式 (9.11) 和 (9.12) 
中 都 出 更 了 伯 努 利 数 B, ,我 们 在 第 7 节 知 道 这 
种 数 有 具有 数论 意义 ,因为 库 默 尔 用 它们 来 判别 
分 圆 域 2(&,) 的 类 数 ,是否 被 p 除 尽 , 然 后 用 
于 研究 费 马 猜想 .也 就 是 说 , 5(;) 在 某 些 特殊 
点 的 取 值 有 数论 意义 .这 也 体 夫 了 解析 函数 和 
数论 的 联系 . 

从 此 以 后 ,数论 研究 中 就 出 现 了 一 个 十 分 
吸引 大 的 课题 :对 于 某 个 数论 对 象 5(5 可 以 是 
整数 环 , *[vZ], [名 ], 也 可 以 是 费 马 曲线 ， 
椭圆 曲线 等 等 ) ,是 否 可 以 构 作 出 一 全 与 3S 有 
关 的 复 变 函数 六 (xz ) (通常 称 为 5 的 ¢ 函数 或 
工 函数 ) ,使 得 户 (z) 的 各 种 解析 性 质 (零点 和 
极点 特性 ,无穷 乘 积 展开 ,函数 方程 ,函数 在 特 
丈 点 的 取 值 等 等 ), 能够 反映 对 象 $ 的 数论 性 
质 .这 种 研究 在 近 50 年 里 成 为 现代 数论 的 一 个 
热门 课题 .我 们 在 随后 三 节 里 再 介绍 这 方面 
的 两 个 例子 ,一 个 是 在 平方 和 问题 中 引入 复 变 
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函数 , 称 为 模 形式 . 另 一 个 是 在 研究 椭 加 曲线 E 
时 引 人 一 种 复 变 晃 数 Le(s), 称 为 椭圆 曲 线 EE 
的 工 首 数 .而 这 两 类 函数 之 间 的 联系 最 终 导致 
费 马 猜想 的 完全 解决 . 
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了 CO 平方 和 与 模 形 式 


让 我 们 再 回 过 头 来 谈 半 方 和 问题 .我 们 在 
第 6 贡 介 绍 了 费 马 对 二 平方 种 的 猜想 . 欧 拉 对 
这 猜想 的 证 明 以 及 高 斯 对 一 平方 和 问题 的 完全 
解 类 (定理 6.4) .利用 高 斯 整数 环 的 惟 内 子 
分 解 特性 ,高 斯 还 得 到 方程 x* + y ”= 2 的 整数 
解 个 数 的 公式 (定理 6.9) .我 们 把 这 个 公式 再 
写 - 遍 : 以 和 Nutn) 表 水 方程 x* + 和 ?= aa 的 整数 
解 个 数 . 令 
n= 2%pi pg "gr, (10.1) 


其 中 Pi ps qi， yd 是 不 同 的 奇 素数 ,并 
且 


pi= 1(mod4) (1l<i<s), 

人 三 3(mod4) (lasje)), 
则 当 5 …， 5 当中 至 少 有 “个 为 奇数 时 ， 
Ntn)=0( 邮 x?+y=n 无 整数 解 ), 而 当 
b4,…, 均 为 偶数 时 
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NCn) = 4Car + (os +1) (0a + 1). 
(10.2) 

上 述 结 论 丁 以 变换 -个 说 法 .我 们 以 
di(n) 表 示 n 的 被 4 除 余 1 的 小 奇 因子 的 个 
数 , dy(n) 表 示 的 被 4 除 余 3 的 正 奇 因子 的 
个 数 .我 们 要 证 明 

引 理 10.1 对 每 个 正 整数 有 ,方程 x? + 和 
=n 的 整数 解 个 数 为 Ni(n)=4(d(n)- 
dan)). 

证 设 nn 的 分 解 式 为 (10.1). 如 果 某 个 b, 
是 奇数 ,不 妨 设 四 为 奇数 . 则 a 的 每 个 奇 因子 
都 可 气 成 40 ,其 中 4 是 与 gi 互 素 的 奇数 ,而 
c=0,1,2,…,61. 由 十 qj=3(mod 4), 所 以 对 
每 个 固定 的 4 ,在 5b, +1 个 奇 因 了 六 Aqi(0<es 
51) 当 中 有 一 半 模 4 同 余 于 1, 而 另 一 半 模 4 同 
余 丁 3. 所 以 总 起 来 ,n 的 正和 奇 因 子 中 模 4 同 余 
子 1 的 个 数 dj(n) 等 于 模 4 同 余 于 3 的 个 数 
ln) 即 40dCa)- da(n))=0, 而 Na(n) 也 
等 于 0. 所 以 结论 成 立 . 

现在 设 5,,…,b, 都 是 偶数 . 则 n 的 每 个 正 
奇 因子 有 形式 


其 中 Ox sal(llsiss) 0sy < (lsje 


) .由 "J p=1(mod 4),g; =3= -1(mod 4), 
所 以 


d= (Di (mod 4). (10.4) 


每 个 x, 有 n+1 个 取 值 ,所 以 pf 将 pe 共 
有 (Cert 1)…(a,+1) 个 可 能 .对 于 固定 的 pi … 
pp; 则 由 《10.4) 式 知 d=1(mod 4) 当 和 且 仅 当 
(1Dn1 1%=1, 于 是 d=3(mod 4) 当 月 仪 当 
(bntrnr = 一 1. 所 以 对 每 个 固定 的 p?… 
p*, 则 形 如 (10.3) 式 的 奇 因 于 4d 当中 模 4 余 1 
的 个 数 减 去 模 4 余 3 的 个 数 应 当 为 


时 总 
三 Do 


3210 n=0 


= (0) (2 D"). 
由 于 & 都 是 偶数 ,可 知 上 式 每 个 括号 的 值 均 为 
1. 这 就 表示 对 每 个 固定 的 pi … pi:*, 形 如 
0) 开 的 有 由 4 于 中 站 会 1 的 比 由 4 对 
3 的 均 多 1 个 ， 而 pa 共有 (oa + 1)*… 
+ 1) 个 .这 就 表明 4(d (Cn) di(n)) 2 
+1) (0a+l) ,而 Wan) 也 等 于 此 数 ,证 毕 . 
很 自然 地 , 接 下 来 要 考虑 一 个 正 整 数 ”是 
否 可 以 表 或 二 平方 和 , 即 方程 只 + 办 + x =n 
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是 和 否 右 整数 解 .考虑 横 8 同 余 , 可 知 了 不 能 表 成 
三 半 方 和 ,哪些 正 整 数 可 以 表 成 三 平方 和 这 个 
问题 也 是 法 商 斯 解决 的 .他 的 结论 是 : 

引 理 10.2{ 高 斯 ) 止 整数 n 不 为 三 平方 
和 当量 仅 痊 nn 可 吉成 4 (85+7) 的 形式 ,其 中 
a 和 5 为 任意 非 负 整数 . 

这 个 定理 的 一 方 而 是 容易 的 ,如 则 n= 
4“(868+7) 是 三 平方 和 ,n= x ?+y* +z , 易 知 
Xx,y，z 均 为 偶数 (考查 此 式 模 8 剩余 ). 于 是 
4 (85+7) 也 为 三 平方 和 .这 样 下 去 可 知 88 
+ 了 7 为 过半 方 和 . 仙 是 借 8 同 余 于 7 的 数 无 法 
吉成 二 平方 和 ,这 就 表明 4 485 +7) 不 为 三 平 
方 和 .定理 的 另 一 平 要 困难 得 多 .我 们 略 去 不 
讲 , 因 为 需要 更 多 的 数论 知识 . 
根据 二 平方 和 的 结果 , 拉 格 朗 日 (就 是 第 7 
节 所 讲 的 热 尔 曼 的 老师 ) 证 明了 :每 个 正 整 数 都 
可 认 成 四 平方 和 ,所 以 对 每 个 大声 4, 也 都 可 表 
成 天 个 整数 的 平方 和 . 

人 们 进 步 要 问 ; 正 整数 表 成 个 整数 的 
平方 和 有 多 少 种 方法 ?” 也 就 是 说 :方程 


XY 
有 和 多少 种 整数 解 (xi,…, x )? 我 们 把 这 个 解 
数 记 成 we (za). 引 理 10.1 给 出 了 Ns(n) 的 简 
单 公式 .高 斯 也 给 出 了 NW3(n) 的 公式 ,但 公式 
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中 要 用 .… 次 域 (或 者 更 正确 地 说 是 用 二 元 二 次 
型 ) 的 类 数 , 所 以 wa(a) 和 Ns(n) 的 公式 形式 
和 证 明 都 有 很 大 区 别 .而 Wi(a) 的 公式 则 与 

_Aa(m) 相 仿 , 即 只 与 的 正 因子 有 关 . 人 确切 地 
说 : 计 Na(n) 等 于 的 所 有 不 被 4 除 尽 的 正 因 


于 之 和 , 即 


Nn) = 82)d. 

和 . 

. 例如 对 n = 12;n 的 所 有 不 被 4 除 尽 的 正 因子 
为 1,2.3,6. 所 以 方程 x? 4+ x+ 二 At = 12 
的 正 整数 解 共有 8(1+2+3+6)=96 个 .事实 


上 ,这 96 个 解 为 


(rt, Kas Xs Xa) 

= (0, +2, +2.+2),(+1,+1,+1,+3) 
以 及 它们 的 不 同 次 序 置 换 .1828 年 , 雅 可 比 利 
用 模 函 数 得 到 we(Ca) 和 ws(n) 的 公式 .1864 
年 和 1866 年 刘 维 尔 分 别 得 到 Nioln) 和 Ni 
(za) 的 公式 .到 1916 年 ,对 寺 偶 数 上 大 们 算 到 
Na(n). 而 当 ”是 奇数 的 情形 ,只 有 wa(Ca)、 
Ns(a) 和 mr(a) 是 19 进 纪 得 到 的 ,对 于 天 =9， 
11,13,…,23, Ni(n) 是 在 1949 年 二 有 公式 .人 
们 发 现 , 当 是 奇数 时 计算 Ni(n) 比 为 偶数 
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时 要 困难 得 多 ,而 莫 公式 的 形式 也 差别 很 大 .为 

了 理解 这 件 事 , 老 要 介绍 计算 Ns (nn) 的 方法 ， 

它 是 用 一 种 解析 工具 ,这 种 工具 称 为 模 形式 ， 
让 我 们 考虑 复 安 函 数 


0(z) = > en -1 42d) er . 


(10.5) 
设 z=g+ 认 ,其 中 oo 和: 为 实数 ,分 别称 为 复 
变量 * 的 实 部 分 和 虚 部 分 ,由 于 1 ew |= 
e220 ,可 知 当 4 >0 的 时 候 ,(10.5) 式 是 (绝对 ) 
路 伍 的 级 数 . 所 以 酌 数 8(z) 在 区 域 

H= lz=o+itlti>0} 

中 定义 成 解析 函数 .区域 H 是 复 平面 在 水 平 加 
上 面 的 那 : 半 , 称 为 上 半 平 面 . 如 果 我 们 把 
£( 宇 1) 个 8(z) 先 起 来 , 便 得 到 


Ye 
_ > ein) 


CE 


Nn em (zz€ HH) (10.6) 
“0 
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最 后 “个 等 式 是 因为 :对 每 个 n 宕 0, 当 ni,…， 
max 取 所 有 整数 时 ,其 中 满足 要 + 下 二 二 三 
= 的 恰好 是 Ni,(n) 个 .于 是 我 们 把 所 有 要 计 
算 的 值 Nj (n(n=0,1,2,…), 归 结 于 一 个 复 
变 函 数 #4z) 的 傅 里 叶 展 开 系 数 .我 们 的 问题 
是 :如 何 通过 研究 函数 F(z) 的 解析 特性 来 得 
到 系数 N,(n}) 的 计算 公式 ? 

首先 ,由 0《z) 的 定义 公式 (10.5) 可 知 
96(z) 是 周期 为 1 的 消 数 ,所 以 对 每 个 正 整 数 ， 
均 有 


Fstrtl)= (zs) Cz €E H).(10.7) 


再 下去 人 们 发 现 了 一 个 不 平凡 的 函数 关系 : 当 
是 4 的 倍数 时 (k=41,t=1,2,3,…》， 


0 (7) = (4z + 1)"0"(z) (zs € H). 


(10.8) 


本 世纪 初 ,德国 数学 家 赫 吕 (Hecke) 看 出 了 这 两 
个 关系 的 深刻 含义 .我 们 要 用 到 第 6 节 最 后 介 
绍 的 群 C. G 中 元 素 是 方 阵 


4 = (8 让. 
其 中 a,5,c, 4 都 是 整数 ,并 昌 型 的 行列 式 
ad - bc 为 1. 定义 方 阵 M 对 复数 z 的 作用 为 
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4 -合生 


如 果 z =o+ 认 在 上 半 平 面 玉 中 , 即 :>0, 则 


四 《az + + zat)fgez + 过 一 ict ) 
《ez + d) + ec’ “ 


它 的 虚 部 分 为 


t 
(Bi a eo + ad — gr — te) 


i 
Tora re >? 
所 以 M(z) 也 访 于 上 半 平 而 玉 .- 于 是 把 上 


半 平 面 1 变 成 自身 .例如 Mi = {1 和 MM， 


= 人 中 都 局 于 G ,而 由 (10.7》 和 (10.8) 式 可 


知 当 = (如) 取 成 他 , 和 加 ,时 ， 


O"(M(z))= (cr + qd) 0 (2) (10.9) 
是 正确 的 . M, 和 M, 是 群 6 中 满足 条 件 c=0 
《mod 4) 的 方 阵 .所 有 群 C 中 满足 c=0 (mod 4) 
的 方 了 泗 (4 站 对 于 乘法 也 形成 群 , 称 为 C 的 
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一 个 了 上 样 . 这 个 平 群 道 常 表 成 Pu(4), 即 
mi = {eo 有 Eeecle=ocomod4)j}. 


由 于 名 取 得 ;和 及; 时 (10.9) 式 成 立 ,可 以 推 
出 (10.9) 式 对 于 于 群 Put4) 的 任何 方 阵 下 都 
成 立 ( 用 群 论 的 滞 言说 :这 是 由 于 To。《4) 是 由 
M1 和 ,生成 的 ) . 换 句 话说 ,函数 0*(z) 在 
C 的 一 个 子 群 Po (4) 的 作用 下 部 有 关系 式 
(10.9) ,这 样 的 函数 称 为 模 形 式 . 也 就 是 说 ， 
定义 设 荆 是 6 的 一 个 于 群 ,f(z) 为 上 
半 乎 而 有 中 的 解析 冰 数 .如 果 对 卫 中 每 个 方 


阵 且 ={“ 4], 均 有 


/EHF) = (e+ f(s) (2 € H), 
我 们 称 f(z) 为 对 于 群 荆 的 权 上 模 形式 . 
于 是 ,9*(z) 是 对 于 群 To《4) 的 权 24 的 模 
形式 ,那么 ,90”(z) 是 模 形 式 这 件 事 对 于 我 们 计 
算 0 (z) 的 系数 Nas(n) 有 什么 好 处 呢 ? 20 世 
纪 30 年 代 以 来 , 模 形式 发 展 了 深刻 的 理论 , 形 
成 了 近代 数论 的 -一 个 重要 分 支 . 确 切 地 说 ,这 是 
数论 .几何 与 函数 论 相 交叉 而 形成 的 一 个 数学 
分 支 ,我 们 只 介绍 其 中 一 部 分 内 容 . 

不 难 由 定义 看 出 ,如 果 上 和 8 部 是 对 于 群 
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证 的 权 上 模 形 式 , 则 对 任意 复数 a 和 8,. 曙 数 
gf + 5 也 是 这 样 的 模 形 式 , 如 果 把 所 有 对 于 群 
六 的 术 庆 模 形 式 组 成 的 集合 表示 成 Wi (TD) , 则 
上 而 的 论断 是 说 : MM ( 人 让) 是 复数 域 上 的 向 量 空 
间 . 模 形 式 理论 的 一 个 重 归结 果 是 说: 这 个 向 量 
空间 是 有 限 维 的 .通俗 一 点 说 ,就 是 好 (天 ) 中 
存在 着 有 限 多 个 模 形式 f(z),…, fulz)(4a 称 
为 Wi) 的 维 数 ) ,使 得 M; ( 厂 ) 中 每 个 模 形式 
都 惟一 表达 成 
fz) = ofi(z) + + aafalz), 


其 中 aa 是 复数 .我 们 称 ,…, fs 为 模 
形式 空间 Wi, ( 厂 ) 的 -组 基 . 

模 形 式 理论 最 基本 也 是 最 重要 的 问题 是 : 
对 于 C 的 某 个 子 群 蔗 和 整数 上 =2， 

{1) 计算 对 于 群 厂 的 权 上 模 形 式 空 间 
M.( 厂 ) 的 维 数 di 

(2) 寻求 Ms 人) 的 一 组 基 ,ff ,…, fu: 
到 生前 为 止 ,只 是 对 一 部 分 样本 和 权 记 解决 了 
上 述 问题 . 而 对 许多 情形 ,不 但 没有 找到 一 组 
基 , 其 至 连 维 数 & 也 没有 计算 出 来 . 

现在 我 们 举例 说 明 模 形式 理论 如 何 用 来 计 
算 Witn) 的 值 . 取 训 =4, 我 们 知道 


Hz) = 了 Ne (z€H) 
z= 
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是 对 于 群 (4) 的 权 2 模 形 式 , 即 属 于 
Ma《 Tok4)) .人 们 算出 这 个 空间 的 维 数 是 z, 并 
且 也 找到 了 2 维 空间 as (To(4)) 的 -组 基 
nz 和 f(z), 其 中 


fz) = Dao)e™™ (sz € HAH), 
其 中 求 和 表示 n 过 所 有 正 奇 整数 ,而 c(n) 表 
不 4 的 所 有 正 束 数 因 子 之 和 (例如 oat15) = 
Ll+3+5+15=24). 


f(z2) = 直 + 和 (ez (z € HH), 
一 =1 


n= 


其 中 oa’(n) 表 示 n 的 所 有 正 奇 整数 因子 之 和 
《例如 oa (20) =1+5=6). 于 是 9(z) 可 以 惟一 
表达 成 


Otz) = am(z)+Bp0z). 
比较 这 三 个 函数 的 系数 ,可 知 对 所 有 正 整 数 
n=1， 
ac(a) + Bo'(n), 苦 n 为 奇数 ， 
Br’ Cn), 车 有 为 偶数 . 


全 是 < 和 8 可 以 由 两 个 n 值 决定 出 来 : 取 n= 
jj 则 on)=o(ln)=1, 而 N41)=8( 因 为 
x+xz+x+x=l1 有 8 个 整数 解 ). 所 以 
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Ni(n) = | 


8=a+B. 
再 取 2=2, 则 c(2)=1 ,而 Ns(2) = 24( 容 易 
算出 x+x+x+z=2 共 有 24 个 整数 解 ). 
所 以 
24 = 有 
由 此 得 到 a = -16,8=24 这 就 给 出 Ns(n) 的 
公式 
24c'(a)- 16c(a), 若 nm 为 正 奇数 ， 
24o’(n), 车 n 为 正 偶数 . 
(10.10) 


现在 令 r(n) 表 示 n 的 所 有 不 被 4 除 尽 的 
正 整数 因子 之 和 ,我 们 在 前 面 说 N,(n)= 
8r(n). 这 与 公式 (10.10) 是 一 致 的 ,因为 车 m 
为 正 奇 数 , 则 s(n)=o(n)=rt(n), 于 是 N。 
(n)=24r(n)-16r(n)=8r(n), 而 当 n 为 正 
偶数 时 , = 的 每 个 奇 因 子 + 对 应 着 两 个 不 被 4 
除 尽 的 因 于 r+ 和 27r( 其 和 为 37), 所 以 rln)= 
3o’(n). 于 是 也 有 Ni(n)=240'(n)=8r(n). 

对 每 个 名 =4t(t =1,2,3,…), 利 用 模 形式 
理论 原则 上 部 可 阔 出 Na (To(4)) 的 一 组 基 ， 
所 以 用 上 述 方法 都 能 给 出 Ns,{n) 的 公式 ,不 过 
当 上 很 人 时 ,公式 钝 来 愈 复杂 ,不 像 Na ln) 那 
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样 简 活 .对 于 每 个 下 =280t =1.3,5,) ,也 可 
算出 WLT6(4)) 的 维 数 并 二 导 求 出 一 组 基 , 但 
是 比 上 =45 情形 要 困难 一 些 .当下 为 奇数 时 ， 
旭 需 要 研究 所 谓 " 半 整 权 天 即 权 有 /2 是 半 整 数 ) 
的 模 形 式 . 半 整 术 模 形 式 理 论 从 20 世纪 70 年 
代 之 后 才 有 重大 进展 ,日 本 数学 家 志 村 五 郎 作 
了 开创 性 的 工作 (这 位 数学 家 我 们 在 第 12 节 还 
会 提 到 ). 这 就 是 为 什么 对 于 奇 整数 久 , 寻 求 计 
算 NV(n) 的 公式 是 非常 困难 的 . 

我 们 不 打算 介绍 模 形成 理论 的 进 - 步 绪 
果 .但 是 要 叙述 一 下 赫 克 在 20 世纪 中 期 得 到 的 
一 个 非常 重要 的 结论 ,这 个 结论 与 费 马 猜想 的 
后 期 发 展 有 关联 .对 每 个 正 整 数 N=0 
(mod 4) ,我 们 以 ToCN) 表 示 群 G 中 满足 c=0 
(modNW ?的 方 阵 { ”人 全 体 . 这 也 是 C 的 一 个 
子 群 . 

定理 19.3( 赫 克 ) 设 > 2 为 正 整数 ,My 
(FeCN)) 是 对 于 群 To( N) 的 本 模 形式 空间 ， 
4 是 此 空间 的 维 数 . 则 此 空间 一 定 存 在 一 组 基 
方太 ,它们 都 只 有 非常 好 的 解析 特性 ,现在 
被 称 为 赫 克 模 形 式 . 

让 我 们 来 解释 一 -下 什么 叫 赫 克 模 形式 , 它 
有 什么 样 的 解析 性 质 .将 模 形 式 f(z) 写 成 侍 蛙 
叶 展 开 形 式 
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zz) = See” {z€ HH}. 


=0 
(10.11) 
我 们 可 以 相应 地 写 出 一 个 级 数 


Ls) = am C10.12) 


称 为 模 形式 f(z) 的 工 孙 数 . f(z) 称 为 赫 克 模 
形式 ,是 指 它 的 工 函数 有 以 下 . - 些 好 的 解析 性 
质 . 

(1) Ly《s) 订 以 解析 延 拓 成 整个 s 复 平 面 
上 的 解析 函数 (而 级 数 (11.10) 本 身 只 对 * 的 实 
部 分 充分 大 时 才 政 钱 ). 并 且 有 函数 方程 


Ls) = 下 (了 (下 一 3) 
其 中 天 是 模 形 式 的 权 ,而 F(s) 是 某 个 具体 消 
数 ( 我 们 没有 把 它 明确 写 下 来 ). 
(2》Zr(s) 有 具有 以 下 形式 的 欧 拉 无 穷 乘 积 
展开 


- 1 
0 I aap py 
(10.13) 


其 中 为 模 形 式 f(z) 的 权 , 当 p 为 素数 时 ， 
(10.13) 式 中 的 a, -和 (10.11)、(10.12) 式 中 的 
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系数 a, 是 一 样 的 . 

定理 10.3 是 说 :许多 模 形式 空间 都 可 以 找 
到 一 组 赫 克 模 形 式 为 基 . 这 是 一 个 很 有 用 的 定 
理 .因为 它们 的 工 函数 可 以 解析 开拓 ! 并 且 有 
函数 方程 和 欧 拉 无 穷 乘积 展开 .从 前 几 节 的 例 
子 我 们 知道 ,这 些 解析 性 质 对 于 研究 数论 都 是 
很 重要 的 .让 我 们 举 一 个 简单 的 例子 .仔细 比较 
一 下 L(s) 的 两 个 表 东 式 (10.12) 和 (10.13). 
在 (10.12) 式 中 出 焉 所 有 的 系数 a, (n=0,1， 
2,…) ,它们 也 是 模 形式 f(x) 的 系数 ,而 这 些 系 
数 常常 有 某 种 数论 意义 .但 是 在 (10.13) 式 中 却 

只 出 现 a,( 下 标 p 只 过 素数 ) .这 就 意味 着 :所 

有 的 系数 a 《n=1,2,3,…) 应 当 由 其 一 部 分 
a,《p 过 素数 ) 所 完全 决定 .事实 上 ,我 们 把 
(10.13) 中 的 级 数 屡 开 然后 比较 (10.12) 式 可 以 
得 出 如 下 的 关系 . 

(0) a =1, 对 于 >2， 如 果 = 了 
p! ,其 中 p,,…,p; 是 不 同 的 素数 , 则 


(2) 设 p 为 素数 而 < 关 2, 则 


= ac 一 2 
Gp = dp Gy Pap - 


这 就 表明 所 有 an 可 由 a,(p 为 素数 ) 所 决定 . 
赫 克 定理 是 模 形式 理论 中 一 个 漂亮 的 结 
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果 . 但 是 在 定理 发 现 之 后 的 半 个 世纪 里 ,人 们 绝 
没有 想到 它 会 引发 出 费 马 猜想 的 最 终 解决 .这 
中 间 有 - -个 过 程 ,好 在 20 世纪 50 到 70 年 代 ， 
由 赫 克 定理 猜想 出 模 形 式 和 情 圆 曲线 的 深层 联 
系 . 所 以 我 们 要 步 人 到 数论 的 另 - -个 领域 : 覃 贺 
曲线 的 算术 . 
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J 了 J 精 轩 的 线 (1): 有 理 点 群 


据 考 证 ,在 公元 984 年 ,阿拉 伯 人 就 研究 过 
如 下 的 数学 问题 : 

娜 些 正 整数 是 有 理 直 角 二 角形 的 面积 ? 

所 请 有 理 直 角 三 角形 ,是 指 直 角 三 角形 的 
三 边 长 度 痢 是 有 理 数 .历史 上 把 这 样 的 正 整 数 
和 称 为 “ 同 余数 ” (congruent number). 也 就 是 
说 ,n 是 同 余数 ,是 指 存 在 正 丰 埋 数 a,65,c ,使 
得 


a +b = ez n= 于 ab- 


例如 ,(a,b,c)=(3,4,5) 是 直角 三 角形 的 三 个 


边 ,所 以 3 =6 是 同 余数 . 义 如 取 ( 4a,5,c) = 
(3 ,29, 外 ] ,可 知 二 "3 续 .各 -5 是 同 余数 . 芝 一 
方面 ,1,2,3 都 不 是 同 余数 ,据说 这 也 是 费 马 的 
结果 .我们 来 证 明 : 

1 不 是 同 余数 . 

证 “如果 上 是 同 余 数 , 则 存在 正 有 理 数 a， 
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,+, 使 得 oz + b=c?,ab =2. 于 是 
(ed+pb =e +d- 6b) = ce-4, 
(e+6i -a6 = (e447 (co 一 4) 
= 16 = 下. 
这 表明 方程 x* -y= s? 存在 有 理 数 解 (x,y. 
z)=Cat bla-bi,4). 由 a + 如 =c? 易 知 
@ 关 (因为 荷 g=5, 则 2a? =e, 推 EY2 = 为 


有 理 数 ), 所 以 上 而 给 出 的 是 正 有 理 数 解 . 进 而 ， 
若 (%,y，z) 满 是 上 面 方程 , 则 对 每 个 整数 mm， 
Cmx, mys,m x) 也 满足 此 方程 .所 以 由 方程 的 
一 组 正 有 理 数 解 一 定 如 此 法 得 到 一 组 正 整数 
解 .但 是 用 费 马 的 无 穷 下 降 法 可 以 证 明 方 各 
x ~y =z 没有 正 整 数 解 (这 是 第 5 节 的 习 
题 ). 这 一 不 盾 表 明 1 不 是 同 余数 . 

习题 : 设 mn 和 m 均 为 正 整 数 . 则 和 nm” 
或 者 均 为 同 余数 ,或 者 均 不 是 同 余数 (提示 :将 
直角 三 角形 按 m :1 的 比例 放大 或 缩小 ) . 

根据 这 个 习题 ,我 们 以 后 只 需 考虑 rn 是 无 
平方 因子 的 正 整 数 . 
图 5 是 -个 面积 为 157 的 有 建 直 角 三 角 
形 . 用 来 证 明 157 是 辐 余 数 .三 个 边 长 的 分 母 都 
很 大 ,但 这 是 所 有 面积 157 的 直角 三 角形 当中 
分 张 最 小 的 一 个 ! 
同 余数 问题 看 起 来 很 容易 ,但 实际 上 非常 
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图 5 157 是 同 余 数 


难 .事实 上 这 个 问题 至 今 未 完全 解决 . 旬 上 月 前 为 
止 ,已 经 证 明了 所 有 素数 p=5,7(mod 8) 都 是 
同 余数 ,所 有 素数 p =3(mod 8) 都 不 是 同 余数 . 
1960 年 ,有 三 位 数学 家 猜想 :所 有 正 整 数 n= 
5,6,7(mod 8) 都 是 同 余数 ,这 个 猜想 至 今 没有 
解决 .近年 来 关于 同 余数 问题 的 新 进展 都 是 和 
椭 加 曲线 的 最 新 进展 有 密切 关系 . 它 的 出 发 点 
是 人 人 科 早 就 认识 到 的 如 下 事实 : 

n 为 同 余数 当 且 仅 当 椭 贺 最 线 y= x” 
nx 有 非 零 有 理 数 解 (x,y)( 即 x 和 y 均 是 非 
零 有 理 数 ). 

在 证 明 这 个 事实 之 前 ,我 们 要 介绍 椭圆 曲 
线 的 一 个 基本 但 是 很 重要 的 结果 ,就 是 :椭圆 曲 
线 上 的 全 部 有 理 点 组 成 的 集合 可 以 定义 一 个 加 
法 运算 ,使 得 这 个 集合 形成 一 个 交换 群 .这 个 加 
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法 运算 非常 特别 ,并且 是 采用 的 几何 办 法 . 
椭 剧 曲线 EE 的 与 型 方程 为 


EB:y = A + ax+b, CE.1) 


其 中 ec 和 为 整数 ,并 且 4e +27 好 关 0( 后 - 
条 件 意 味 着 多 项 式 x ”+ ax + 睫 在 复数 域 中 没 
有 重 根 ). 

方程 (11.1) 的 全 部 实数 解 画 在 举 标 平 而 上 
是 -条 (或 两 条 ) 曲 线 . 由 于 r ?+ ax + 为 实 系 
数 方 程 ,熟知 它 有 一 个 或 三 个 实 根 .对 x? + ax 
+ 上 6 的 每 个 实 根 a, 曲线 (11.1) 有 实数 点 (x ,y) 
=(a;0) 在 xx 轴 上 .所 以 椭圆 曲线 与 x 轴 交 
于 [点 或 3 点 . 著 P=(x,y) 是 上 上 一 点 , 则 PP 
=(x ,一 y) 也 是 记 FF- 点 .所 以 椭 加 曲线 E 的 
图 形 关于 x 轴 是 对 称 的 . 当 x + ex+ 志 有 三 个 
实 根 a < 8< YY 时, 椭 车 曲线 5 的 图 形 大 致 如 图 
6 所 人 直 

我 们 先 从 直观 几何 上 说 明 在 燃 圆 曲线 瑟 
上 如 何 定 文 加 法 . 设 P=(x,y) 和 0 = (x,， 
72) 是 曲线 上 的 两 个 不 同 的 实数 点 .过 点 P 
和 0 的 直线 /与 曲线 召 交 于 第 3 点 R=(x;， 
我们 把 二 只 对 称 的 点 号 = (x3, 一 ys) 定义 
为 点 了 和 点 Q 的 和", 表示 成 


P@Q= RR. 


A 


Cr- 
by 


PT 


一 -一 一 一 一 -一 


页 -Coco 


图 5 柄 圆 旺 线 的 加 法 


注意 这 种 加 法 满足 交换 律 ,因为 直线 ! 由 点 书 
和 0 所 决定 ,与 P 和 0 的 次 序 无 关 , 十 是 
PO@QO=0@P. 

这 样 的 几何 直观 和 仔细 推荐 起 来 ,还 有 许多 
问题 : 

(1) 直线 1 上 除了 点 P 和 8 之 外 ,如 果 与 
曲线 巨 交 于 两 个 点 怎么 办 ? 我 们 要 证 明 这 是 
不 可 能 的 . 另 一 个 情形 是 ; 刘 果 直线 ! 只 与 有 
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两 个 公共 点 (没有 第 二 个 交点 RR) 怎 么 办 ?这 
是 完全 可 能 的 . 比如 说 取 曲 线 上 两 个 对 称 点 P 
= (ca;8) 和 五 =(ae,-B8)(8 关 0). 则 连接 已 和 
P 的 直线 1 是 与 y 轴 平 行 的 直线 x = wx. 由 于 
X=u 时 ,方程 y=a’+ aa+ 4 只 能 有 两 个 解 
y= 有 B= +tVa +aa+ 思 ,所 以 直线 x =a 不 能 
与 曲线 再 交 于 第 三 点 .为 了 克服 这 个 困难 ， 
我 们 人 为 地 假设 椭圆 曲线 百 上 还 有 一 个 “无 穷 
远 点 "om ,这 个 点 也 在 所 有 与 y 轴 平行 的 直线 
上 .这 样 -- 来 .直线 x = a 和 椭圆 曲线 五 交 于 第 
三 点 % .我 们 还 假定 % = m ,于 是 P+ 互 =o = 
o .现在 我 们 把 w%w 和 P 相 加 ,过 % 和 P 的 直线 
应 当 是 过 PP 并 且 与 y 轴 平 行 的 直线 (因为 四 只 
在 与 y 轴 平 行 的 直线 上 ), 这 条 直线 与 玉 的 另 
一 个 交点 为 五 .按照 定义 ,z 四 已 应 当 是 五 的 对 
称 点 P. 于 是 我 们 就 得 到 :对 椭圆 曲线 EE 上 的 
每 个 点 P, 均 有 % 晶 P=. 所 以 无 穷 远 点 对 于 
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我 们 定义 的 加 法 运算 实际 上 起 着 宕 元 索 的 
用 .因此 我 们 今后 把 ““ 疏 记 成 0. 于 是 P+ 
0, 从 而 五 = 一 卫 . 

《2) 我 们 对 E 上 两 个 不 同 的 点 和 0, 可 
以 连 - -条 直线 1 如 果 P= 0 怎么 办 ”有 即 如 何 
定义 了 和 P 相 加 (表示 成 [2]P)?” 这 种 情形 则 
要 用 "连续 性 法 则 ”, 即 我 们 在 P 的 附近 取 上 
一 个 点 8(〖Q PP) .连结 P 各 的 直线 1 与 曲 
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线 卫 交 于 第 3 点 RR, 寺 是 P 四 0 = 月 .现在 把 0 
欧 近 于 了 ,熟知 直线 ! 变 成 曲线 上 过 点 了 的 
切线 .于 是 只 趋 近 于 这 条 切线 与 五 的 交点 5. 
而 中 趋 近 于 5. 所 以 我 们 定义 [2]P=P@P= 
5. 

(3) 根据 上 面 的 定义 ,我 们 看 到 这 种 运算 
有 和 零 元 素 0, 而且 每 个 点 已 有 逆 元 素 - P= PP. 
可 是 要 想 使 曲线 五 上 的 全 部 实数 点 (连同 0) 对 
此 运算 形成 -个 群 , 还 需要 - :个 最 起 码 的 要 求 ， 
就 是 结合 律 :{ PB QI)@BR= PB(Q 儿 月 ). 这 
件 事 从 几何 图 形 上 是 很 难看 出 来 的 ,但 它 是 对 
的 .我 们 需要 把 由 几何 直观 想象 出 来 的 加 法 运 
算 严 格 化 和 代数 化 , 即 车 P={x,y1);0= 
Cxzsy2) ,PDQ = R=《x3, -~ y;): 我 们 希望 给 
出 用 坐标 (xi ,yi) 和 和 (x, yz) 表达 x 和 ys 的 代 
数 公 式 . 

如 前 所 设 ,椭圆 曲 线 E 的 方程 为 


E:y = x +ar+ts 
(abE ,da + 27b 0). (11.1) 
CDP= (Cx,yi) 和 0 = (x,Yys) 是 柄 圆 E 
线 已 上 两 个 实数 点 .并且 x1 关 x;. 这 时 连结 P 
和 0 的 直线 1 不 与 y 轴 平 行 ,所 以 有 方程 


ty = kx+t, 
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= 交 2 ,t = yi ~ kri(= ya ~ kr). 
{11.2) 
直线 1 与 曲线 玉 的 交点 是 方程 组 
= kxr+t, 
[ (11.3) 
了 = x +ax+6 


的 公共 解 .将 第 一 方程 代 人 第 二 方程 ,得 到 
x + art+hb- (kr + 1) = 0. 01.4) 


这 是 关于 x 的 实 系数 三 次 方程 .由 于 已 =(xi， 
7 和 @ =(xa,ya) 是 方程 组 (11.3) 的 公共 解 ， 
可 知 * ,ya 是 方程 (11.4) 的 两 个 实 根 . 所 以 第 
三 个 根 也 几 为 实 根 .事实 上 ,由 于 (11.4) 式 左边 
x? 的 系数 为 - ,由 韦 达 定理 可 知 方程 (11.4) 
的 第 三 个 根 x; 满足 x + xs + x3 = 下 ， 即 
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他 
一 家 一 XI. 
| 1 ?2 


XxX3 二 -ex | 
(11.5) 


于 是 直线 ! 一 定 与 交 于 另 一 点 RR= 《x3,Y3)， 
其 中 
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ya= Kx3+ t = kxra + y1 — kx 


= (2) .1.6) 


X32 ~ XI 


这 就 表明 : 当 xi 天 Ya 时 , 尸 息 Q =(xa,-y73)， 其 
中 x3 和 ys 由 公式 (11.3) 和 (11.6) 给 出 . 

(2) 设 这 ,= rr, 则 在 PQ 时 必然 Q = PP， 
定义 Pr+P=0. 

(3) 设 P= 《x,yi). 我 们 推导 12]P = 
xx 一 y3) 的 公式 .为 此 ,我 们 取 。 为 充分 小 的 
下 实数 , 则 @ =(x2,y2) 是 与 很 近 的 EE 上 一 
点 ,其 中 


XI = NI + EY = XE+ Gx2+ 
= (x +e) +a(lxl +e)+b. 
令 e 一 0, 则 连结 P 和 0 的 直线 变 成 曲线 记过 
点 PP 的 切线 . 这 个 切线 的 斜 线 为 4= 如 二 大 的 
极限 : 


和 2 二 in 7 
em XI Xe20 :0 十 ri) 


a + EP+ ECYi 十 E) 十 万 一 31 — ax) 一 性 
en 2ey) 


2 


不 难 算出 这 个 极 眼 值 为 一 ,所 以 对 (11.5) 
和 1.G@) 式 了 极限 总 得 到 
2 2 
X43 二 ( 注 2) 2x1, (11.7) 


3 2 
x ) (11.8) 


这 就 表明 对 于 百 上 点 已 =(zvy), 当 yi 关 0 
时 ,[2]P=(x;, -和 ), 其 中 xi 和 ya 由 公民 
(11.7) 和 (11.8) 算 出 .而 当 y,=0 时 ,P=P 
一 尸 ,因此 [2] 已 =0. 

以 上 我 们 对 于 椭圆 曲线 EE 上 的 实数 点 (以 
及 0 严格 得 到 加 法 运算 的 坐标 表达 式 , 可 以 用 
这 些 表达 式 来 验证 加 法 运算 满足 结合 律 ( 和 交 
换 律 ) ,验证 需要 很 麻烦 的 运算 ,我 们 这 里 从 略 . 
综合 .上述 ,我 们 把 椭圆 曲线 召 上 所 有 的 实数 点 
连同 0 一 起 组 成 的 集合 表示 成 EC*), 则 EE( *) 
对 了 了 上述 定义 的 加 法 运算 是 一 个 交换 群 , 零 元 
素 为 0, 而 -(z,y)=(2z， 一 7) 

在 数论 中 我 们 关心 的 是 椭圆 曲线 召 上 的 
有 理 数 点 .如 果 P= 《x,y2) 和 0 =《x2,y;) 为 
玉 上 的 有 理 数 点 .由 于 a 和 6 为 整数 ,可 知 由 
(11.5) ~ (11.8) 算 出 的 点 (x;,y;) 也 是 有 理 数 
点 .这 表明 在 吾 的 所 有 有 理 数 点 (以 及 人 0) 组 成 
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的 集合 E( .) 上 也 可 进行 上 述 训 法 运算 ,并且 
号 ( ) 对 这 个 运算 为 交换 群 . 
现在 我 们 举 两 个 例子 : 

例 1 考虑 查 圆 曲线 E:y = x” - 432. 可 
直接 验证 只 =(12,36) 是 玉 上 的 有 埋 数 点 .用 
公式 (11.7) 和 (11.8) 算 出 [2]P= (12, -36) = 
P. 于 是 [3]jP=B+ P=0. 

例 2 椭圆 曲线 EF:y =x? -36x 上 有 点 
已 =(-3,9) 和 OO=(-2,8). 用 公式 可 算出 新 
的 有 理 数 点 


PQ =(60, [2P = ($F, 8) 


于 是 [2J]P+[2]@=[2](P@Q)=0, 从 而 [2] 


Q= -[2]P= (各 ,各 ) .可 以 证 明 + P, + [2] 
P,…, + [nn]P,… 是 彼此 不 同 的 点 ,所 以 EE 上 
有 无 穷 多 个 有 理 数 点 , 即 方程 y* = zs? - 36x 有 
无 穷 多 个 有 理 数 解 
从 以 上 两 个 例子 知道 , 椭 园 曲线 E 上 的 有 
理 数 点 PP 可 能 有 以 上 两 种 情形 ， 
(1) 存在 正 整数 ", 使 得 [n] 书 = 0. 满 足 此 
式 的 最 小 正 整数 n 称 为 点 P 的 阶 ,而 已 称 为 有 
限 阶 点 .由 点 P 只 能 得 到 有 限 多 个 有 理 数 点 : 
尸 ,[2]P,…[n-iPLna]P=0( 而 [na+IP 
=P,-P=[r-iP.) 
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(2) 不 存在 还 整数 =, 使得 [z]P=0- 这 时 
也 称 为 无 限 刚 元 素 ,由 忆 可 得 到 五 上 无 限 多 个 
有 理 数 点 Ln]P(z=0,1,2，…)， 

我 们 希望 通过 加 法 运算 能 够 有 效 地 得 到 椭 
回 曲 线 吾 的 全 部 有 理 数 点 ,1925 年 ,英国 数学 
家 莫 德 尔 ( Mordel) 得 到 了 一 个 重要 的 理论 结 
果 : 由 椭 疝 昌 线 kk 上 有 限 个 有 蛙 数 点 通过 加 法 
运算 就 吓 以 得 到 全 部 有 理 数 点 .确切 地 说 ,我 们 
有 


定理 11.1( 莫 德尔 ) ”对 每 个 椭圆 曲线 户 ， 
EE( ) 是 有 限 生 成 交换 群 -也 就 是 说 : 
(1) 椭圆 曲线 上 上 的 有 限 阶 在 埋 数 点 只 有 
有 有 限 多 个 .所 有 的 有 限 阶 有 埋 数 点 组 成 的 集合 
E( ), 是 E( ) 的 子 群 ,并 和 且 E( ), 是 有 限 
群 . 
(2) 存在 整数 r = rit) 二 0 和 曲线 吾 上 
个 无 限 阶 有 理 数 点 P,P,,…, P, ,使 得 请 上 每 
个 有 理 数 点 都 惟一 地 表示 成 
P+r_nijPt+ [njP,, (11.9) 


其 中 PE EC D),, 府 ni,…,n, 为 整数 . 

定理 中 的 Pi,…,P, 称 为 有 理 数 点 群 
E( ) 的 一 组 基 , 而 7 称 为 椭圆 曲线 下 的 秩 . 如 
果 r 上 =0, 则 五 ( .) = 五 (-) 是 有 限 群 , 即 五 上 
只 有 有 限 个 有 理 数 点 .如 果 r+r 宕 1, 则 五 (& ) 中 
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存在 无 限 阶 点 ,所 以 EE 上 有 无 限 多 个 有 理 数 
点 .r 愈 多 则 上 上 的 有 才 数 点 您 多 . 

这 样 来 ,椭圆 曲线 上 的 算术 理论 主要 研 
帘 有 理 点 群 E( -) 的 结构 .基本 问题 有 : 

《1) 决定 上 所 有 的 有 限 阶 有 理 数 点 (这 
届 有 有 限 多 个 ). 换 名 话 说 ,要 决定 有 限 交 换 群 
EC ),. 

(2) 决定 的 秩 r = r(E). 

《3) 决定 E( ) 的 一 组 基 Pi,…,P,. 
问题 (1) 是 容易 的 ,目前 已 有 好 的 方法 决定 
五 上 全 部 有 限 阶 有 理 数 点 . 比如 说 ,可 以 证 明 
椭 医 钱 FE:y = x nx 只 有 4 个 有 限 阶 
有 理 点 :Cx,y)=(0.0),(+n,0) 和 00, 其 中 0 
为 1 阶 点 , 调 (0,0) 和 (En,0) 均 是 2 阶 点 -所 
以 吾 上 的 非 索 有理 数 点 一 定 古 无 限 阶 的 . 另 一 
方面 ,决定 r =r(E)( 问 题 (2)) 是 相当 困难 的 ， 
甚至 于 决定 + 是 否 为 0( 即 E 是 否 只 有 有 限 多 
个 有 理 数 点 ) 也 是 相当 困难 的 .现在 人 们 猜想 : 
对 每 个 正 整数 N 都 存在 椭圆 曲线 使 得 (EE) 
> N .这 个 猜想 至 今 未 能 解决 .目前 用 深刻 数论 
技巧 和 使 用 计算 机 ,所 发 现 的 椭圆 曲线 的 最 大 
秩 为 14 ,而 问题 (3? 则 更 加 困难 . 

作为 本 节 的 一 个 应 用 ,我 们 证 明 关 于 同 余 
数 和 椭圆 曲线 关系 的 前 述 结果 、 

定理 11.2 对 于 正 整 数 =, 下 列 三 个 条 件 


160 . 


(1) 0 为 癌 余数 . 

(2) 椭圆 曲线 5,:) =x* -nx 的 秩 + = 
(为 止 整数 . 

《3) 方程 y = x'- n*x 有 非 灾 有 理 数 解 . 
证 由 于 ;= x -nx 的 非 零 有 理 数 解 都 是 
无 限 阶 点 ,可 知 (2) 和 (3) 是 等 价 的 .我 们 以 需 证 
《12 和 (3) 等 价 . 设 n 是 同 余数 , 即 存在 于 有 理 
数 a,5,c, 使 得 qa? + b=c? ,ab=2n. 如 果 a= 
5, 则 2a? = ,推出 /2 = 地 为 有 理 数 .因此 < 关 


六 于 是 


cz 
入 = 可， B= 


和 
n 


都 是 非 零 有 理 数 . 由 


A -724 = 全 (各 一 中】 


一 (< 和 让 一 BB’. 


可 知 (#,y) = (4, 上 8) 是 方 得 =x” -nx 的 
非 堆 有理 数 解 . 
现在 设 yYY =x -nx 有 非 零 有 理 数 解 
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(x,y) = (四 ,8B8). 我 们 来 证 ww 为 同 余数 ,由 椭 
圆 曲 线 &, 上 的 有 理 数 点 P= (4,B) 用 公式 
C11.7) 和 (11.8) 算 出 新 的 有 理 数 点 [2]P= 
(型 ,- AD). 换 句 疾 沿 ,曲线 EE, 在 点 已 的 切线 与 
五 , 交 于 点 ( 几 , NN) . 设 此 切线 为 y= x+ 1, 我 们 
知道 三 个 点 P,P 和 ( 术 ,N) 是 切线 与 E, 的 三 
个 交点 , 即 是 方程 组 


Y= kx+t, 


3 2 
YY =% x 


的 全 部 解 . 所 以 x 一 rn?x 一 {hx + 8) 的 三 个 根 
为 4.4 和 六, 于 是 


x nx (kx+t) = (x AY(x — M). 
”对 十 x 一 n2x 的 三 个 根 a=0,tn, 将 x=a 代 
人 上 式 得 到 
(it = Ca- AYC(M- a) 
(a = 0, + n). 


这 就 表明 时 - afa =0,+ 上 mh 都 是 有 理 数 的 平 
方 (由 (x,y)= (有 4,B) 是 y=x -nx 的 解 并 
B20, 可 和 4 -a#0). 今 


M= ww M+in= vi,M- n= w, 
(11.10) 
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其 中 ezyaie 为 有 理 数 .如 条 类 -mm =0, 则 
珊 =n,n= ,2n = v?, 推 Hw2 为 有 理 数 的 平 
方 .这 表明 站 -n>0, 所 以 诈 和 骨 +n 也 大 于 
零 . 因 此 可 认为 4,s,w 都 是 正 有 理 数 ,并 日 0 


<w<u<t,i 


HH=2u,F = r+iw,G= rw, 


则 五 , 严 ,C 足 正 有 理 数 .由 (11.10) 可 知 
下 + B2 ={y+w) +o-w) 


=2{(p + 2)=4M=4u = 五? ， 


SrG= YC Ww )=n. 
这 就 去 明 n 是 同 余数 . 
的 研究 是 数论 的 -个 中 心 课题 .引进 了 儿 何 . 代 
数 和 解析 手段 ,并 旦 彼此 有 紧密 联系 .我 们 在 下 
节 介 绍 研究 椭 罗 曲线 的 解析 方法 、 
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了 如 杭 国 曲线 (2): 本数 


我 们 仍 设 椭圆 曲线 有 方程 


E:7 =X +ar+é 
(ab EE ,da +27h x 0). 


上 - 节 已 经 把 曲线 E 上 有 理 数 点 连同 O 做 成 
-个 交换 群 E(“), 其 全 部 有 限 阶 点 形成 一 个 
有 限 子 群 E( ),, 并 且 有 -组 基 PP ，…,P, ,使 
得 每 个 有 理 数 点 都 可 由 有 限 阶 点 与 基 中 点 通过 
运算 得 到 . 视 圆 曲线 FE 的 秩 7, 样 五 ( ;， )》 中 元 
素 个 数 , 基 Pi,-…, PP, 的 性 质 等 都 是 五 的 重要 
算术 性 质 . 所 谓 用 解析 方法 研究 椭圆 曲线 的 算 
术 ,就 是 探讨 是 否 对 每 个 椭圆 曲线 EE 都 能 够 找 
到 一 个 适宜 的 复 变 函数 ,使 得 此 党 数 的 解析 性 
质 及 里 五 的 上 述 算术 性 质 . 
历史 上 ,这 种 考虑 首先 不 是 在 有 理 数 域 上 
进行 ,而 是 在 有 限 域 ,上 进行 的 .由 于 a 和 8 
是 整数 ,所 以 对 每 个 素数 p ,都 可 以 把 y* = 
x+ ar+ 如 看 成 是 有 限 域 -， 上 的 方程 , 即 同 余 
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方程 
YY 三 x + ax 十 起 {modp). 


如 果 4a* + 27 刀 在 .， 中 仍 人 不 为 堆 , 即 4e7 + 
27 如 关 0(modp ) ,我 们 也 把 看 成 是 :, 上 -条 
椭圆 曲线 .出 于 已 假定 4es + 2712 是 非 零 整数 ， 
所 以 它 的 素 因 子 只 有 有 限 个 .于 是 除了 这 有 限 
个 素 因 于 之 外 的 每 个 素 除 p ,EE 部 是 ., 上 的 椭 
圆 届 线 .我 们 可 以 像 上 节 样 用 公式 (10.5) 一 
(10.8) 定 义 加 法 运算 ,使 得 在 ,中 的 全 部 点 
《 即 y?= x + ax+ 台 在 .…, 中 的 全 部 解 ) 连 同 0 
成 为 灾 换 群 , 这 个 群 记 成 Et ',). 与 群 E( :) 
不 同 , E( ,) - 定 是 有 限 群 ,因为 :, 上 所 有 点 
《xy) 只 有 P 个 (每 个 x,y 在 ,中 都 可 选 其 
中 p 个 元 素 ), 所 以 满足 y=x +az 十 和 
(modp) 的 也 只 有 有 限 多 个 .我 们 以 N, 表示 有 
恨 群 E( , ) 的 元 素 个 数 . 

20 世纪 初期 ,人 人 们 就 对 有 限 域 ,上 的 椭 
司 曲线 五 构 作 了 一 个 解 折 函 数 .1935 年 ,英国 
数学 家 达 文 波 特 (Davenport) 和 德国 数学 家 哈 
塞 (Hasse) 证 明了 这 个 函数 有 类 似 于 黎 曼 狂想 
的 性 质 , 即 函数 的 根 的 实 部 分 均 为 .由 此 给 出 


有 限 群 E(' 。) 元 索 个 数 N, 的 一 个 重要 合计 : 
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IN,- (p+rl)ls2vp. (12.1) 


所 以 当 p>% 时 ,起 的 极限 为 1 


例 考虑 椭圆 曲线 5: y = x* -x. 由 于 
ga= 一 1,5=0,4a’ +27b?= -4. 于 是 对 每 个 奇 
素数 p,E 是 : ,上 二 条 椭圆 曲线 ,以 p=7 为 
例 , 同 余 方 程 


y= x x (mod7) 
在 x; 中 共有 7 个 解 
(xy) = (0,0),(+ 1,0),(4, + 2) 和 (5, + 1). 


连同 无 穷 远 点 0, 可 知 百 (*)) 是 有 8 个 元 素 的 
交换 群 , 对 于 P= (4,2), @ = (0,0), 用 加 法 公 
式 在 “中 可 算出 


PBQ= {5,-1),[2]P = (1,0), 
可 直接 验证 群 上 (“7) 的 8 个 元 素 为 
tpP+ mlo (n=0,1,2,3,m = 0,1). 


于 是 Ny; = 8, 而 1 Ny -(7+1)1=0<2v7. 

有 限 域 上 的 椭圆 曲线 和 有 理 数 域 上 的 椭圆 
折线 应 当 有 什么 联系 吗 ? 人 们 有 -种 朴素 的 看 
法 ,如 何 李 圆 曲线 5 在 每 个 有 限 域 ”"， 上 都 有 较 
多 的 点 ( 即 N, 较 大 ), 那 么 EF 在 有 理 数 域 上 也 
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应 当 有 和 较 多 的 点 ( 即 群 (i ) 较 大 ) .问题 在 于 : 
这 种 看 法 是 否 有 道理 ? 而 且 猎 使 有 道理 ,如 何 
把 它 表示 成 定量 的 形式 和 确切 的 关系 ? 


由 于 当 p>w 时 起 的 极限 是 1, 人 们 便 考 
虑 无 穷 乘 积 
11 站， 
其 中 p 过 所 有 索 数 . 这 是 无 穷 多 个 正 实数 相 
乘 . 所 以 其 值 >0. 如 果 N, 较 大 , 则 均 - 较 小 ,使 


这 个 无 穷 乘 积 达 到 最 小 值 0, 则 人 们 捧 望 记 也 
有 较 儿 的 有 理 数 点 , 即 期 望 有 无 穷 多 有 理 点 .如 
果 六 较 小 ,使 无 穷 乘 积 的 值 >0, 则 期 望 召 也 
有 较 少 的 有 理 数 点 , 即 期 望 只 有 有 限 多 个 有 理 
数 点 .也 就 是 说 ,上 面 朴 素 的 想法 引导 出 如 下 的 
定量 性 的 猜 涯 
1T 趣 =0 
人 已 有 无 穷 多 有 理 数 点 
合群 五 (如 ) 的 秩 r 关 1， 


上 1 者 > 0 五 只 有 有 限 多 有 埋 数 点 er = 0. 


1958 ~ 1960 年 ,英国 两 位 数学 家 Bireh 和 
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Swinnerton-Dyer 对 大 量 椭 圆 曲 线 进行 其 体 计 
算 , 上 面 的 猜测 对 这 些 计 算 例子 都 正确 .在 这 种 
实践 的 基础 上 ,他 们 构 作 出 椭 赚 曲线 5 的 一 个 
复 变 两 数 


re 有 


{12.2) 
其 中 p 过 素数 ,而 m =1+p 一 和 N, 是 整数 .由 
(12.1) 式 可 知 lao1<2vVp, 由 此 可 知 (12.2) 式 
中 右边 的 无 穷 怨 积 在 * =c+ 立 的 实数 部 分 zc > 


2 时 是 收敛 的 .所 以 在 这 个 区 域 中 定义 出 解析 


函数 . 工 (五 ,s) 称 为 椭 山 曲线 EE 的 上 函数 .如 果 
把 s=1 形式 上 代入 到 (12.2) 式 中 , 则 有 
1 


L(E,1)= I as 


= | oi + 工 一 ; 起 

右边 就 是 上 述 狂 测 中 的 无 穷 乘 积 . 所 以 上 述 猜 
测 可 以 说 成 : 

车 LL(E,1) =0{ 即 s=1 为 LL(E,s) 的 零 


点 ), 则 r 守 1. 若 L(E,1)zz0, 则 r=0. 
无 穷 乘积 只 在 5 > 也 时 收 化 ， 在 s=]1 处 并 
不 能 保证 收 伊 , 上述 两 位 英国 数学 家 猜想 
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L(E,s) 可 以 解析 延 拓 到 s = 1 和 处, 并且 猜 想 
L{E,s) 在 s=1 处 的 零点 特性 与 + 有 更 进 -- 
步 的 关系 ,我 们 简称 它 为 BSD 猜想 .这 个 猜想 
是 说 


(1) o> 3 时 (12.2) 式 定义 的 复 变 画 


数 可 以 解析 开拓 到 整个 复 平 面 上 的 疯 数 ,并 且 
没有 奇 点 .并 且 有 形 如 L(8,s)= Cs) 五， 
2-s) 的 画 数 方程 . 
(2) 了 (已 ,5) 在 s=1 处 的 零点 阶 数 等 于 精 
1 线 五 的 有 埋 点 群 EC“ ) 的 秩 r， 
当 LL(E,1)z0 时 ,还 猜想 非 零 实数 L(E,1) 
与 椭圆 曲线 5 的 算术 人 性质 的 关系 ,由 于 解释 起 来 
过 于 复杂 ,并 且 与 费 马 猜想 关系 不 大 ,此 处 从 略 . 

到 目前 为 止 ,人 们 只 对 一 部 分 李 萎 曲线 证 
明了 BSD 猜想 ,1977 年 , 怀 尔 斯 和 他 的 老师 科 
兹 (ohn Coates) 证 明了 : 若 L(E,1)0, 风 r= 
0, 这 在 当时 是 一 个 突破 .1985 年 之 后 ,又 有 更 
多 的 突破 ,但 整个 BSD 猜想 至 今 未 能 解决 ， 

现在 介绍 关于 椭圆 曲线 的 另 一 个 重要 的 猜 
想 . 看 一 下 椭圆 曲线 工 函数 的 级 数 (12.2) ,并 
比较 一 下 第 10 节 赫 克 模 形式 的 工 函数 欧 拉 无 
穷 乘积 展开 式 (10.13)(# =2 的 情形 ) ,它们 在 
形式 上 完全 - 致 .这 时 致 如 下 的 猜想 

TSW 猜想 ”得 圆 曲线 的 工 郑 数 工 (二 5) 
一 定 是 对 于 某 个 群 To(N) 的 权 2 赫 克 模 形式 
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贺 


缚 想 的 提出 者 有 1 
SW 术 数 学 家 从 E (Tanivam 志和 村 五 
shimura) 利 法 国 数 学 家 韦 伐 (Andre We 
F 山 和 专 村 就 说 
由 交 
了 愉 伟 数 于 | 
; 自 个 国际 党 


生起 .在 1967 ~ 1971 年 


i 甩 伊 对 模 形 式 和 梯 贺 曲线 作 条 人 全 | 


袜 讲 , 完 布 他 对 费 马 猜 型 的 证 


究 , 提 出 了 上 述 形 式 的 猜想 .由 于 角度 不 同 ,他 
们 的 叙述 方式 也 有 差异 .从 下 何 角度 赔 成 是 :所 


有 椭圆 则 线 都 可 以 由 模 曲 线 来 参量 化 .还 有 表 


示 论 的 方式 ,说 成 :由 椭圆 曲线 构 作 出 的 种 代 
罗 瓦 群 表 示 - 定 有 某 种 特殊 忻 质 .人 们 逐渐 认 
识 到 ,这 些 表 述 方 式 彼此 是 同 -个 狂想 的 不 同 


去 述 方式 ,我 们 在 书 中 只 二 


kE 选 了 其 中 比较 容易 


讲 的 -种 方式 .这 些 不 同 的 观点 和 角度 是 相互 


联系 的 .1993 年 6 月 23 日 


; 怀 尔 斯 在 英国 剑桥 


大 学 第 一 .次 宣布 他 证 明了 费 马 猜想 的 时 候 , 他 
的 演讲 题 昌 是 :《 模 形式 ,椭圆 曲线 和 伽 罗 枣 表 


示 》. 
TSW 猜想 在 数论 中 具 


有 重要 的 位 置 ,比如 


说 ,如 果 这 个 猜想 成 立 , 那 么 所 有 椭圆 曲线 的 工 


函数 都 是 某 个 权 2 赫 克 模 形式 的 函数 .但 是 
茜 克 已 经 证 明了 后 者 解析 延 拓 成 整个 复 平 面 上 
并 且 有 函数 方程 .这 表明 由 TSW 猜想 可 推出 


BSD 猜想 的 (1). 反 过 来 ， 


于 椭圆 曲线 工 函数 


的 系数 有 估计 式 1@,1<2Vp ,所 以 那些 对 应 的 


权 2 赫 克 模 形 式 , 其 情 里 症 


计 . 所 以 ,TSW 猜想 使 模 形式 与 椭圆 曲线 之 间 


建立 了 密切 的 关系 .利用 


何 或 表示 论 的 叙述 形式 ,也 可 以 推出 关于 椭 


曲线 的 许多 深刻 结果 . 199 


F 系 数 也 有 类 亿 地 估 


TSW 猜想 的 其 他 几 


3 年 6 月 , 怀 尔 斯 宜 


布 他 对 于 一 类 椭圆 曲线 证 明了 TSW 猜想 ,并 
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由 此 推出 费 马 猜想 正确 .引起 极 大 的 万 动 .但 是 
TSW 猜想 自身 的 意义 不 仅 在 十 能 证 明 费 妆 猜 
想 .到 了 1994 年 8 月 ,尽管 怀 尔 斯 承 兴 他 的 证 
明 还 不 完善 ,由 于 他 对 于 包括 BSD 猜想 和 
TS 有 猜想 在 内 的 许多 数论 工作 所 作 的 贡献 , 仍 
日 邀请 他 在 世界 数学 家 大 会 的 闭幕 式 上 作 了 大 
会 报告 ,并 受到 全 场 数学 家 的 热烈 欢迎 .在 费 马 
猜想 被 证 明之 后 ,人 们 仍 继续 攻击 TSW 猜想 . 
到 了 2000 年 ,这 个 猜想 已 获 完全 解决 . 

TSsW 猜想 在 数论 中 的 地 位 ,也 可 以 从 数学 
家 的 谈话 中 体现 出 来 . 剑 尔 斯 的 一 位 老师 ,英国 
著名 数论 党 家 科 慈 说:!“ 我 在 1966 年 开始 从 事 
研究 工作 ,当时 谷山 和 志 村 的 猜想 正 席卷 全 世 
界 .每 个 人 都 感到 它 很 有 意思 ,并 开始 认真 地 看 
待 关 于 所 有 的 椭圆 曲线 方程 是 否 可 以 模 形 式 化 
的 问题 .这 是 一 段 非常 令 人 兴奋 的 时 期 . 当然， 
惟一 的 问题 是 它 很 难 取 得 进展 .公正 地 说 ,虽然 
这 个 想法 是 漂亮 的 ,但 它 似乎 非常 难以 真正 地 
证 明 , 而 这 正 是 我 们 数学 家 主要 感 兴趣 的 一 
丘 


哈佛 大 学 的 梅 祖 尔 (B. Mazur) 教 授 是 模 形 
式 和 椭 线 理论 的 出 色 人 物 .他 曾 证 明了 所 
有 椭圆 曲线 EF 的 有 限 阶 有 理 点 群 E( ;), 只 有 
九 种 可 能 ,这 也 是 椭圆 曲线 理论 中 长 期 的 一 个 
猜想 .他 在 评论 TSW 猜想 时 说 :“ 这 是 一 个 神 
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奇 的 猜想 ,推测 每 个 粒 贺 出 线 件 随 -- 个 模 形式 . 
但 在 -开始 它 就 被 忽视 了 ,因为 它 太 超前 于 蕊 
的 时 代 . 当 它 第 -次 被 提出 来 时 ,没有 被 着 手 处 
理 , 因 为 它 太 使 人 吃惊 . -方面 是 椭圆 遇 线 , 另 
:方面 是 模 形 式 , 这 两 个 数学 分 支部 被 集中 地 
但 各 自 独立 地 研究 过 .研究 椭圆 曲 线 的 数学 家 
可 能 并 不 精通 模 形式 , 反 过 来 也 是 一 样 ,于 是 ， 
谷山 - 志 村 猜想 出 现 了 .这 个 重大 的 猜想 说 ,在 
这 两 个 完全 不 同 的 世界 之 间 存 在 一 座 桥 . 数 学 
家 喜欢 建造 桥梁 .” 
是 的 ,数学 家 育 欢 建造 桥梁 . TSW 猜想 在 
模 形 式 和 椭圆 曲线 之 间 建 了 一 座 桥 ,使 人 感到 
吃惊 . 几 十 年 之 后 ,又 有 人 在 TSW 猜想 和 费 马 
猜想 之 间 建 了 一 座 桥 ,更 使 人 感到 振奋 .这 件 事 
发 生 在 德国 一 座 风景 优雅 而 安静 的 小 城中 . 
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了 3 怀 尔 斯 面壁 8 年 


德国 黑 森 林 州 中 部 有 一 个 小 城 ,名 叫 奥 伯 
透 尔 法 赫 (Oberwerfach) .世界 上 许多 数学 家 都 
知道 这 里 有 一 处 风景 优雅 而 恬静 的 地 方 , 每 年 
都 安排 50 余 个 数学 讨论 会 .上 个 会 议 的 数学 家 
于 星期 六 离开 ,而 下 一 个 会 议 的 参加 者 于 星期 
日 到 达 . 室 内 有 图 书 ,期 刊 ,黑板 ,投影 仪 和 咖 
啡 ,没有 电视 和 人 尘世 的 哈 疝 .1984 年 秋天 ,一 群 
优秀 的 数论 学 家 在 这 里 聚会 ,讨论 精 名 曲线 方 
面 一 些 最 新 结果 .来自 德国 的 符 羔 (G.Frey) 走 
上 讲台 , 先 写 下 了 费 马 方程 

ar+y = 2 (p23), 

然后 转 过 身 来 对 听众 说 , “如果 此 方程 有 正 整 数 
解 (x,y,z)=《A ,B,C)", 接 着 又 转 这 身 去 写 
出 -个 入 辆 曲线 


y = x(x + AAC — x). 


他 接着 说 ,他 研究 了 这 条 椭 线 , 发 觉 它 非 常 
古怪 ,古怪 到 这 条 曲线 不 可 能 被 模 形 式 化 .这 要 
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当 于 说 , TSW 猜想 对 这 条 椭圆 曲线 是 不 成 立 
的 ! 这 又 等 于 说 : 若 费 马 狂想 不 成 立 , 则 可 构造 
岂 一 条 精 圆 曲线 使 TSW 猜想 不 成 立 . 或 者 反 
过 来 说 :由 TSW 猜 烛 成 立 可 以 推出 费 马 狂想 
成 立 . 

符 菜 在 讨论 会 上 愉 是 讲述 了 他 的 思路 , 论 
述 中 有 缺 欠 .专家 们 也 看 出 缺 欠 ,但 在 自由 交流 
思想 的 讨论 中 这 是 不 足 为 奇 的 ,重要 的 是 新 奇 
的 想法 .演讲 过 后 ,上 听众 纷纷 拿 走 符 莱 演讲 的 预 
印 本 , 回 到 自己 的 研究 所 ,试图 弥补 符 莱 的 缺 


从. 


美国 加 州 大 学 柏 克 莱 分 校 的 教授 里 贝 特 
(K. Ribet) 也 是 符 莱 演讲 的 听众 之 …- 这 位 数论 
专家 同 去 之 后 也 迷恋 于 研究 为 什么 符 莱 曲线 不 
能 模 形 式 化 .但 是 18 个 月 之 后 ,他 和 所 有 其 他 
人 一样 没有 做 出 任何 结果 .19865 年 夏天 ,哈佛 
大 学 的 梅 祖 东 访问 柏 克 莱 并 出 席 世 界 数 学 家 大 
会 ,在 咖啡 店 遇 到 电 员 特 . 在 一 阵 了 闲谈 之 后 ,里 
贝 特 向 和 梅 钥 尔 讲述 他 在 这 18 个 月 里 对 符 莱 曲 
线 所作 的 考虑 , “我 提 到 我 已 经 证 明了 非常 特殊 
的 情形 ,但 是 我 不 知道 下 一 步 如 何 推 广 以 得 到 
整个 证 明 .” 

梅 祖 尔 一 边 喝 咖啡 一 边 思考 着 里 贝 特 的 诽 
述 .突然 问 他 停 了 一 下 ,注视 着 里 多 特 :“ 难 道 你 
不 明白 ? 你 已 经 完成 了 它 ! 你 需要 的 只 是 加 上 
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一 些 模 结 构 ,然后 再 做 一 遍 你 的 论证 就 行 了 .” 

里 贝 特 后 来 回忆 说 :“ 我 高 兴 得 像 上 了 大 似 
地 辐 到 住所 , 满 脑 子 想 着 :天 哪 ! 这 难道 真是 对 
的 吗 ? 我 完全 被 迷 住 了.…… 大 约 一 个 或 两 个 
小 时 ,我 已 经 写 完 了 -- 切 ,确信 我 已 掌握 了 关键 
的 步骤 …… 世界 数学 家 大 会 当然 有 成 千 的 数 
学 家 参加 ,我 有 点 随便 地 对 几 个 人 说 我 已 经 证 
明了 由 TSW 猜想 可 推出 费 马 猜想 .这 消息 像 
野火 般 传 开 来 ,他 们 问 我 :你 已 经 征明 了 符 莱 椭 
圆 曲 线 不 能 模 形式 化 吗 ? …… 我 叫 道 :是 的 ,我 
已 经 证 明了 .” 

现在 , 符 莱 的 想法 得 到 确认 ,如果 想 证 明 费 
蕊 猜想 ,就 要 去 攻击 TSW 猜想 .后 一 件 事 连 里 
贝 特 也 持 翡 观 态 度 :“ 绝 大 多 数 人 相信 和 谷山 - 志 
村 猜想 是 完全 无 法 接近 的 ,我 是 其 中 的 一 
个 …… 怀 尔 斯 大 概 是 地 球 上 敢 大 胆 梦 想 可 以 
证 明 这 个 猜想 的 极 少数 人 之 一 .” 

怀 尔 斯 没有 出 席 那 次 世界 数学 家 大 会 ,但 
是 他 后 来 回忆 会 后 不 久 发 生 的 事 :“ 那 是 1986 
年 夏 未 的 一 个 傍晚 ,当时 我 在 朋友 家 中 蝎 冰 茶 . 
谈话 间 他 随意 告诉 我 ,里 贝 特 已 经 证 明了 谷山 - 
志 村 猜想 和 费 马 猜想 之 局 的 联系 .我 感到 极 大 
的 震动 .我 记得 那个 改变 我 生命 历程 的 时 刻 , 因 
为 这 意味 着 为 了 证 明 费 马 猜想 :我 必须 做 的 一 
切 就 是 去 证 明 谷 山 - 志 村 猜想 . 它 意 味 着 我 童年 
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1963 年 ,10 岁 的 怀 尔 斯 已 经 对 数学 着 迷 ,喜欢 
做 题目 .从 学 校 回 家 的 路 上 , 常 旬 地 区 图 书馆 看 
书 .在 这 时 他 看 到 一 本 介绍 费 马 猜想 的 书 .30 
年 后 他 提 到 当时 的 感受 " 它 看 上 去 如 此 人 简单， 
但 历史 上 所 有 大 数学 家 都 末 能 解决 它 . 这 里 于 
摆 着 我 一 一 一 个 10 岁 的 孩子 一 一 能 理解 的 问 
题 .从 那 时 刻 起 ,我 知道 我 永远 不 放弃 它 , 我 必 
须 解 决 它 ." 这 就 是 他 所 说 的 “童年 的 梦想 .” 
1974 年 , 怀 尔 斯 在 剑桥 大 学 莫 尔 顿 学 院 毕 
业 .1977 年 在 克莱尔 学 院 获 博士 学 位 .这 时 ,他 
与 他 的 老师 科 兹 发 表 了 关于 BSD 猜想 的 突破 
性 结果 (如 果 L(E,1) 0, 则 椭圆 曲线 下 的 秩 为 
0) ,1977 ~ 1980 年 ,他 在 美国 哈佛 大 学 做 助理 
教授 . 1981 年 在 普林斯顿 高 等 研究 院 任 研究 
员 .这 期 间 , 他 与 哈佛 大 学 的 梅 祖 尔 合作 证 明了 
有 理 数 域 上 的 岩 泽 健 吉 主 猜想 (这 是 分 圆 域 理 
论 的 一 个 重要 猜想 ). 1982 年 任 普林斯顿 大 学 
教授 .1984 年 至 今 任 该 校 讲座 教授 .从 1988 年 
到 1990 年 他 还 兼任 牛津 大 学 皇家 协会 研究 教 
授 


从 24 岁 开 始 , 怀 尔 斯 在 世界 上 最 有 声誉 的 
这 些 大 学 和 研究 所 工作 ,是 基于 他 对 数论 研究 
的 杰出 贡献 .特别 在 模 形 式 .分 圆 域 理 论 和 椭圆 
线 方面 ,他 是 数学 界 公 认 的 最 优秀 专家 之 一 . 
所 以 当 他 在 1986 年 得 知 里 贝 特 确 认 由 TSW 
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从 一 开始 , 怀 尔 斯 就 作 了 一 个 重大 的 决定 : 
要 完 企 独立 和 保密 地 进行 研究 . 面 芍 8 年 之 后 
他 解释 自己 的 这 种 动机 是 希望 自己 的 十 作 不 受 
下 扰 .“ 我 意识 到 与 费 马 猜想 有 关 的 任何 事情 都 
会 引起 太 多 人 的 兴趣 .你 确实 不 可 能 很 多 年 都 
使 自己 精力 集中 ,除非 你 的 专心 不 被 他 人 分 散 ， 
而 当 旁 观 者 太 多 时 是 不 可 能 作 到 的 ”. 在 以 后 的 
几 年 里 ,他 - - 直 守 口 如 振 . 对 于 自己 取得 的 进展 
从 不 与 别人 讨论 或 发 表 . 科 兹 回忆 起 这 段 时 期 
与 怀 尔 斯 的 交往 :“ 我 记得 在 许多 场合 对 他 讲 : 
与 费 马 猜想 的 这 种 联系 确实 非常 好 ,但 要 想 证 
明 谷 山 - 志 村 猜想 仍然 是 毫 无 希望 的 .他 当时 
只 是 对 我 笑 笑 ” 里 贝 特 也 不 知道 怀 尔 斯 暗中 进 
行 的 工作 ;“ 这 大 概 是 我 知道 的 惟 一 例子 ,一 个 
大 进行 了 这 么 长 时 间 的 研究 而 不 公开 他 在 做 什 
么 ,也 不 谈论 自己 的 进展 .在 我 的 经 历 中 这 是 前 
所 未 闻 的 惟 -- 知 道 怀 尔 斯 秘密 的 人 是 他 的 囊 
子 内 达 {(Nada)“ 我 的 妻子 是 惟 “知道 我 一 直 
在 从 事 费 马 猜 想 研究 的 人 . 度 蜜月 时 我 告诉 了 
她 , 那 时 我 们 才 结 婚 几 天 .她 听 说 过 费 己 猜 想 ， 
不 过 在 那个 时 候 她 一 点 也 本 知道 它 对 于 数 掌 家 
所 具有 的 传奇 式 的 意义 .” 

在 这 段 时 间 里 ， 基 本 上 蓝 段 时 间 里 赎 绕 在 
我 脑海 中 的 是 这 件 事 .早上 嵌 醒 来 想到 的 第 一 件 
事 就 是 它 , 然 后 一 整 天 在 思考 它 ,在 梦 中 我 也 会 
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趾 考 它 . 只 要 没有 分 心 的 事 , 我 会 整 天 翻 来 复 去 
想 这 件 事 .“ 我 有 时 候 在 红 上 濠 草地 写 上 几 笔 ， 
或 音 涪 是 乱 涂 .它们 不 是 什么 变 紧 的 东西 ,只 是 
下 意识 地 乱 涂 乱 写 .我 从 不 用 计算 机 ." 经 过 ， 
年 多 的 摸索 ,他 认定 采取 用 贫 罗 瓦 表 示 的 途径 
攻击 TSW 猜想 ,但 是 在 1988 年 3 月 8 日, 华 盛 
顿 邮 报 和 纽约 时 报 登 在 第 一 版 的 -- 条 消息 使 他 
大 上 旋 一 惊 . 

1988 年 3 月 7 日 ,日 本 几何 学 家 宫 岗 洋 一 
在 联邦 德国 首都 波 愿 的 马 普 数 学 所 宣布 他 证 明 
了 费 马 猜想 .从 1983 年 法 廷 斯 证 明 莫 德尔 猜想 
之 后 ,人 们 探索 解决 费 马 猪 想 的 几何 途径 ( 见 第 
7 节 ), 僵 来 鳃 多 的 几何 高 手 对 费 马 猪 想 发 生 兴 
趣 . 宣 岗 是 一 位 优秀 的 年 轻 几 何 学 家 ,他 在 马 普 
数学 所 的 演讲 中 宣布 他 证 明了 微分 儿 何 中 的 一 
个 不 等 式 . 并 用 由 这 个 不 等 式 可 推出 费 马 猜想 . 
过 了 两 个 星期 , 宫 岗 公布 了 关于 这 个 不 等 式 的 
5 页 纸 的 证 明 . 记 界 各 地 的 几何 学 家 和 数论 学 
家 逐 行 地 检查 他 的 证 明 . 几 天 之 内 就 有 人 察觉 
到 证 明 中 有 漏洞 .又 过 了 两 个 星期 ,法 廷 斯 更 明 
确 指出 宫 岗 证 明 中 的 错误 所 在 .一 批 数 论 学 家 
试图 帮助 官 岗 补救 错 澡 ,历时 两 个 日 也 未 能 成 
功 . 人 们 逐渐 感到 补救 的 难度 不 亚 于 费 马 猜想 
本 身 ,不 久 , 报 界 又 刊登 了 一 个 更 正 , 说 这 个 
300 多 年 的 谜 仍 末 解决 .这 件 事 的 余波 传 到 纽 
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约 第 8 街 的 地 铁 车 站 里 .有 人 仿照 费 马 在 天香 
图 《4 算术》 一 书 的 页 边 上 所 写 的 评注 , 存 墙 上 涂 
写 了 打油诗 ; 

x”+Y 二 z"” 没有 解 

对 此 ,我 已 经 发 现 一 个 真正 美妙 的 证 明 

可 惜 我 现在 没有 时 间 写 下 它 

因为 我 的 火车 正在 开 来 

性 尔 斯 终于 松 了 一 口气 ,全 是 他 的 工作 进 
展 不 大 ,这 期 间 他 当 了 两 次 父亲 , “我 放松 一 下 
情绪 的 惟 方式 是 与 孩子 们 在 一 起 .年 幼 的 孩 
子 们 当然 对 费 马 猜想 毫 无 兴趣 ,他 们 只 和 需要 听 
故事 ,不 想 让 你 做 任何 其 他 事情 ." 到 了 1991 年 
夏 大 ,在 普林斯顿 当 了 5 年 的 隐士 之 后 ,他 去 波 
士 顿 出 席 关于 李 圆 曲线 的 一 个 高 水 平 会 议 . 怀 
尔 斯 受到 帐 友 们 的 热情 欢迎 ,人 们 很 高 兴 又 兄 
到 他 .在 会 上 , 科 兹 告诉 他 有 一 位 学 生 弗 拉 替 
(M. Flach) 正 在 用 前 苏联 数学 家 柯 里 妮 金 
(Kolyvagin) 的 方法 研究 机 加 曲线 . 回 到 普 林 其 
辆 之 后 , 剑 尔 斯 花 了 几 个 月 的 时 间 去 理解 柯 里 
瓦 金 和 弗 拉 赫 方 法 .在 取得 一 些 进展 之 后 ,他 愈 
来 您 相信 这 种 方法 对 于 证 明 TSW 猜想 是 有 效 
的 


到 了 1993 年 1 月, 怀 尔 斯 已 经 完全 相信 用 
此 方法 可 以 证 明 TSW 狂想 .这 个 时 候 ,他 感到 
需要 有 人 帮助 子 ，“ 那 一 年 我 工作 得 异常 努力 ， 
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试图 使 柯 里 瓦 金 和 弗 拉 赫 方法 能 成 功 , 但 是 这 
个 方法 我 并 不 真正 熟悉 .其 中 有 许多 很 难 的 代 
数 ,需要 我 学 习 许 多 新 的 数学 ,于 是 ,大约 在 
1993 年 1 月 份 的 上 半月 ,我 决定 有 必要 向 一 个 
人 吐露 秘密 ,而 他 应 该 是 -位 我 正在 使 用 的 那 
一 类 几何 方法 方面 的 专家 .我 需要 非常 小 心地 
挑选 这 个 我 要 告知 秘密 的 人 ,因为 他 必须 保守 
件 秘密 .我 选择 了 尼克 - 凯 兹 .” 
尼克 " 饥 兹 (Nick Katz) 是 怀 尔 斯 在 普 林 斯 
顿 天 学 数学 系 的 同事 ,资深 的 代数 几何 和 数论 
专家 .他 回忆 起 当时 的 情 早 : “有 一 天 怀 尔 斯 在 
喝 茶 休息 时 走 到 我 身边 , 问 我 是 否 能 一 起 到 他 
的 办 公 室 去 ,他 有 些 事 想 和 我 谈 . 我 一 点 也 不 知 
道 他 想 和 我 谈 什 么 .我 和 他 一 起 到 了 他 的 办 公 
室 , 他 关上 了 让 .然后 说 他 认为 他 可 以 证 明 谷 山 
一 志 村 猜想 .我 大 吃 一 惊 , 目瞪口呆 ,这 真是 蜡 
想 天 开 . 
他 解释 说 证 明 中 有 -大 部 分 是 依靠 他 对 弗 
拉 赫 和 柯 里 瓦 金 的 工作 所 作 的 扩展 ,但 是 非常 
专门 .他 对 证 明 中 这 非常 专门 性 的 部 分 感到 没 
有 把 握 , 想 和 某 个 人 一 起 讨论 这 部 分 ,以 保证 它 
是 正确 的 .他 认为 我 是 帮助 他 核对 的 正确 人 选 . 
但 是 我 认为 ,他 所 以 选中 我 还 有 别 的 原因 :他 相 
信 我 会 守 口 如 瓶 ,不 会 告诉 别人 . 
在 6 年 的 孤军 作战 之 后 , 怀 尔 斯 终于 向 别 
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人 叶 露 了 秘密 .他 们 两 人 梧 到 工作 景 很 大 ,需要 
每 秽 定 时 讨论 ,但 又 不 能 被 人 注意 ,因为 凯 获 是 
位 朋友 众多 ,交际 广泛 的 人 物 .最 后 两 人 商定 的 
办 法 是 由 剑 尔 斯 为 研究 生 开设 课程 ,名 为 “椭圆 
曲线 的 计算 ”, 而 凯 兹 成 为 听从 之 一 (教授 听 教 
授 的 课 这 在 美国 是 习以为常 的 ) .这 个 课程 的 名 
称 不 会 引起 仔 何人 的 注意 .课程 一 开始 , 怀 尔 斯 
就 讲述 使 研究 生 莫 名 其 妙 的 演算 .学 生 们 一 个 
个 地 走 掉 , 儿 个 星期 之 后 ,听众 只 剩 下 凯 兹 一 
人 . 

山北 仔细 地 听 着 怀 尔 斯 演算 的 每 一 步 .在 
课程 结束 时 , 峰 兹 认为 怀 尔 斯 的 方法 似乎 是 完 
全 可 行 的 .而 怀 尔 斯 也 努力 完成 证 明 . 

“5 月 未 的 -- 个 早晨 ,内 达 和 和 孩子 们 一 起 出 
去 了 ,我 坐 在 书桌 旁 思 考 着 这 翻 下 的 一 族 柄 加 
方程 式 . 我 随意 地 看 一 下 梅 祖 尔 的 一 篇 论文 , 恰 
好 其 中 有 一 句 话 引起 我 的 注意 . 它 提 到 19 世纪 
的 一 个 构造 .我 突然 意 误 到 这 种 结构 可 以 使 我 
对 这 最 后 一 族 椭圆 曲 线 采 用 柯 里 瓦 金 - 弗 拉 赫 
方法 ,我 一 直 工 作 到 下 午 , 忘 记 了 吃 午 饭 . 到 了 
去 四 点 钟 的 时 候 , 我 真正 确信 这 将 逢 决 剩 下 的 
问题 .” 

经 过 ?7 年 的 潜心 研究 , 怀 尔 斯 认为 已 经 到 
了 向 全 世界 公布 的 时 候 …“ 这 样 ,到 了 1993 年 5 
月 ,我 确信 我 已 掌握 了 整个 费 马 猜 想 .恰好 在 6 
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月 份 剑桥 有 一 个 会 议 ,我 想 这 也 许 是 我 宣布 这 
个 证 明 的 好 地 方 ， 它 是 我 古老 的 家 乡 ,我 曾 是 那 
出 的 研究 后 … 

存 多 本 大 学 咎 额 枉 完 帮 芝 生 的 会 议 ， 名 为 
“J 丽 数 和 算术 ”组织 者 正 是 坏 尔 斯 作 研究 生 

的 导师 科 北 . 梅 祖 尔 \ 里 贝 特 . 柯 里 所 金 . 怀 尔 斯 

过 去 的 学 生 角 宾 { 开 . Rubin)-…… 数论 的 世界 项 
尖 高 手 陆 续 到 来 .这 个 时 候 , 己 经 在 传说 怀 尔 斯 
证 明了 费 马 猜想 .所 以 在 怀 尔 斯 演讲 之 前 , 科 慈 
间 他 :“ 你 究竟 证 明了 什么 ? 我 们 要 不 要 告诉 新 
闻 界 ?" 怀 尔 斯 上 只是 微微 地 摇 了 一 下 头 ,依然 紧 
闭 双 层 .“ 他 确实 在 为 高 度 戏 剧 性 的 场面 作 准 
备 .” 

怀 尔 斯 的 演讲 分 三 次 进行 ,题目 为 “ 模 形 
式 椭圆 曲线 和 爷 罗 所 表示 ”.6 月 21 日 的 第 一 
次 演讲 是 一 般 性 的 .演讲 结束 后 ,和 鲁 宾 的 电子 邮 
件 飞 向 全 世界 各 地 : 

日 期 :1993 年 6 月 21 日 ,星期 一 ,13 点 33 
分 6 黎 

各 位 ,安德鲁 今天 作 了 他 药 第 一 次 报告 .他 
没有 宣布 对 谷山 - 志 村 猜想 的 证 明 , 但 是 他 正 
在 向 那个 方向 迈进 .他 还 有 两 次 报告 .关于 最 后 
的 结果 他 仍然 非常 保密 ,……… 
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到 了 第 二 天 ,听众 增加 许多 . 怀 尔 斯 讲 了 过 
渡 性 演算 .这 些 演 算 表 明 他 指向 谷山 ~ 志 村 猜 
想 的 意图 ,但 昕 众 仍 不 清楚 他 是 洁 足 以 能 证 明 
它 从 而 征服 费 马 猜想. 下面 是 鲁 宾 在 第 二 天 发 
出 的 电子 邮件 
“今天 的 报告 中 无 更 多 实质 性 内 容 . 他 叙述 
了 我 昨天 猜 到 约 方向 上 关于 提升 佑 罗 瓦 表示 的 
一 般 性 定理 . 它 仪 乎 并 不 适 同 于 所 有 的 椭圆 虹 
线 . 但 精妙 之 处 将 出 现在 明天 . 
我 真 的 不 知道 为 什么 他 要 以 这 种 方式 来 进 
行 演讲 .显然 他 自己 知道 明天 讲 什 么 ,这 是 他 
10 多 年 来 一 直 从 事 的 规模 非常 宏大 的 工作 .他 
似乎 对 此 很 自 售 . 
牧 会 告诉 你 们 明天 的 情况 .” 
到 了 第 -天 ,剑桥 数学 界 的 每 个 人 都 来 昕 
讲 .运气 好 的 人 挤 进 了 演讲 厅 , 其 他 人 只 能 在 走 
廊 蛙 路 起 脚 , 透 过 窗 于 向 蛙 凝视 .里 贝 特 回忆 : 
“我 到 得 比较 早 ,和 梅 祖 尔 一 起 坐 在 前 排 . 我 带 
着 照相 机 以 便 记 录 这 个 重大 事件 .当时 的 气氛 
充满 了 激情 ,人 们 非常 兴奋 .大 家 肯定 都 意识 到 
我 们 正 参 与 一 个 历史 性 事件 ." 梅 祖 尔 说 :“ 我 从 
未 见 过 如 此 辉煌 的 演讲 ,充满 了 如 此 奇妙 的 思 
想 , 上 共有 如 此 戏剧 性 的 紧张 ,准备 得 如 此 之 好 .” 
怀 尔 斯 本 人 回忆 当时 的 情景 :虽然 新 闻 界 已 听 
到 有 关 演 讲 的 风声 ,很 幸运 他 有 没有 来 听讲 ,但 
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是 听众 中 许多 人 拍摄 了 演讲 结束 时 的 镜头 . 研 
究 所 所 长 事先 准备 了 -- 瓶 香 槛 酒 . 当 我 宣读 证 
明 时 ,会 场 上 保持 特别 庄重 的 寂静 .然后 当 我 写 
完 费 马 猪 玖 的 命题 ,并 且说 :我 想 我 就 在 这 里 结 
束 . 接 着 会 场 上 爆发 出 - - 阵 持 和 久 的 鼓掌 声 . "下 
页 特 对 当时 场景 的 形容 :“ 人们 彼此 对 望 着 , 喊 
道 :我 的 大 啊 !1 长 和 郑 道 我 们 刚才 亲眼 目睹 了 - 
个 多 么 伟大 的 事件 ! …… 下 -位 报告 人 是 -个 
名 叫 里 贝 特 的 人 , 那 就 是 名 人 .我 作 了 演讲 ,人 
们 作 了 笔记 ,也 鼓 了 掌 ,可 是 在 场 的 每 一 个 人 ， 
包括 我 自己 ,对 我 在 演讲 中 讲 了 些 什 么 都 没有 
丝毫 的 印象 .” 

前 宾 在 第 三 天 发 出 的 电子 邮件 向 全 世界 热 
情 而 详细 地 介绍 了 怀 尔 斯 讶 明 思 和 株 ; 怀 尔 斯 对 
于 所 有 “ 半 稳 定 " 的 椭圆 曲线 证 明了 TSW 猜 
想 . 由 于 符 菜 曲线 是 半 稳 定 的 ,这 就 推出 了 费 马 
猜想 是 对 的 .第 二 天 ,电视 台 和 科学 新 闻 记者 大 
批 来 到 牛顿 数学 所 ,要 求 采 访 " 丰 世纪 最 杰出 的 
数学 家 ”.《 卫 报 》 涪 :数论 因数 学 的 最 后 之 谜 而 
看 涨 " 《世界 报 》 的 头 版 标题 为 " 费 马 猜想 得 到 
解决 "《 人 物 》( People 杂志 把 他 和 戴 安 娜 王妃 
等 人 一 起 列 为 本 年 度 25 位 最 具 魅 力 的 人 物 之 
一 .一 家 国际 制 衣 大 企业 请 这 位 温文 尔 雅 的 天 
才 为 他 们 的 新 系列 男装 作 上 广告 ， 

我 们 在 第 7 节 说 过 ,1816 年 ,巴黎 科学 院 
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曾 为 赣 马 猜想 设立 了 3000 法 朗 的 奖金 (后 来 因 
法 朗 购 值 义 第 一 次 设 奖 ).1908 年 ,德国 又 以 10 
万 功 克 授予 第 一 个 证 明 费 马 猜 想 的 人 .并 且 有 
严格 规定 : 

《1) …… 只 考虑 在 定期 刊物 上 以 专著 形式 
发 表 或 在 书店 中 出 售 的 数学 专题 论著 …… 

(9) 如 果 到 2007 年 9 月 13 日 尚未 颌 布 此 
奖 ,将 不 下 继续 接受 此 奖 . 

就 在 媒体 热情 报道 的 同时 ,有 资格 的 数学 
家 们 却 冷静 地 进行 审查 工作 . 怀 尔 斯 将 他 的 
200 页 手稿 投 寄 《 数 学 发 明了》(Inventiones Math- 
ematieae) 杂 志 . 该 杂志 的 数论 编辑 梅 诠 尔 破 倒 
指定 了 六 个 审 稿 人 ,每 人 负责 其 中 的 一 章 . 凯 兹 
被 分 到 审查 第 3 章 ,他 邀请 已 黎 的 全 卢 齐 ( 工 . 
Tlusie) 合 作 审 稿 .“ 我 们 只 是 逐 行 审阅 原稿 , 想 
办 法 确保 不 存在 错误 .” 每 天 都 要 通过 电子 邮件 
和 怀 尔 斯 讨论 不 清楚 的 地 方 .8 月 23 F 发 现 一 
个 问题 , 怀 尔 斯 认为 并 不 严重 .但 是 饶 兹 持 执 著 
的 态度 .到 了 9 月 份 凯 兹 感到 这 是 个 重大 的 缺 
从. 这 给 两 个 人 都 同时 带 来 巨大 的 压力 ,但 是 他 
们 对 外 闭口 不 言 . 另 一 个 审 稿 人 里 贝 特 被 人 称 
为 “ 费 马 信 息 咨 淘 所 ”. 被 邀请 到 处 去 作 报 告 . 几 
个 局 后 ,大 们 询问 他 :论文 怎么 样 了 ? 为 什么 没 
有 进一步 消息 ?数学 界 之 间 的 电子 邮件 也 出 现 
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三 怀 尔 斯 证 明 中 有 缺 欠 哆 ?关于 费 马 潮 洞 ” 
这 样 的 标题 .外 界 对 他 的 证 明 迟 迟 不 公开 而 产 
生 的 情绪 不 断 增长 .到 了 1993 年 12 月 4 日 , 怀 
尔 斯 汰 识 到 他 不 能 永 延 保持 沉默 ,发 出 了 电子 
邮件 : 
“由 于 存在 着 对 我 的 关于 谷山 - 志 村 猜想 和 
费 马 猜想 的 工作 情况 有 种 种 推测 ,我 将 对 情形 
作 一 简短 说 明 .在 检验 过 程 由 发 现 许多 问题 ,大 
部 分 已 经 解决 ,但 是 有 一 个 特别 的 问题 我 还 没 
有 解决 …… 我 相信 在 不 远 的 将 来 能 够 用 我 在 剑 
桥 演讲 中 解释 的 想法 完成 它 .” 
这 个 时 期 , 剑 尔 斯 陷 人 了 苦闷 状态 ,他 向 普 
林 斯 顿 大 学 数学 系 的 另 一 个 朋友 萨 纳 克 (P. 
Sarnak) 承 认 情 况 已 面临 绝境 ,他 准备 承认 失 
败 . 萨 纳 克 向 他 瞳 示 :困难 的 一 部 分 原因 是 由 于 
怀 尔 斯 缺少 一 个 可 以 信和 蒋 的 进行 日 常 讨论 的 
人 .并 建议 他 寻找 一 个 朋友 ,再 试 一 次 . 怀 尔 斯 
认真 考虑 了 这 个 建议 ,请 剑桥 大 学 讲师 泰勒 
号 Taylor) 来 普林斯顿 与 他 一 起 .上 C 作 .泰勒 是 
钱 尔 斯 文章 的 审 稿 人 之 一 ,也 是 怀 尔 斯 以 前 的 
学 生 . 他 们 工作 了 半年 多 之 后 , 仍 没 有 大 的 突 
破 . 


1994 年 8 月 , 拭 界 数学 家 大 会 在 瑞士 的 苏 
黎 十 举行 .大 会 每 四 年 举行 一 次 ,并 且 要 为 不 超 
过 4 岁 的 数学 家 颁发 世界 数学 最 高 荣誉 : 菲 尔 
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兹 奖 . 怀 尔 斯 对 费 蕊 猜想 的 工作 没有 完全 确认 ， 
府 朋 那 时 他 已 经 超过 了 40 岁 .但 是 由 于 他 对 数 
论 的 其 他 重要 贡献 , 份 被 遵 请 在 大 会 闭幕 式 上 
作 了 一 小 时 报告 . 

8 月 底 , 怀 尔 斯 对 泰勒 说 ,他 看 不 出 继续 努 
力 会 有 什么 指望 .泰勒 建议 再 坐 持 一 个 月 .如 果 
到 9 月 底 还 修改 不 好 ,他 准备 回 剑桥 .这 时 怀 尔 
斯 的 心态 比较 平静 .尽管 喝 马 猜想 的 证 明 没 有 
完成 ,他 的 全 部 工作 仍 是 很 有 价值 的 ,他 所 提供 
的 一 大 套 新 的 技术 和 策略 ,可 得 到 其 他 结果 .他 
已 感到 失败 不 是 羞耻 ,开始 适应 受到 打击 后 的 
境遇 .他 准备 到 9 月 底 公开 承认 他 们 的 失败 并 
发 表 有 缺 欠 的 证 明 ,希望 其 他 人 有 机 会 去 研究 
它 . 当 泰勒 试图 探索 别 的 方法 时 , 怀 尔 斯 决定 最 
后 - -次 审视 一 下 他 失败 的 原因 . 

“9 月 19 日 早晨 ,我 仅 在 桌 旁 检查 柯 里 瓦 
金 和 弗 拉 赫 方 法 .这 倒 不 是 因为 我 相信 自己 能 
使 它 行 得 通 ,而 是 我 认为 至 少 能 解释 为 什么 它 
行 不 通 ， 突然 何 , 完 全 出 乎 意料 ,我 有 了 一 
个 难以 置信 的 发 现 .……. . 单 靠 岩 泽 理 论 不 足以 
解决 问题 , 单 靠 柯 里 瓦 金 和 布 拉 赫 方法 也 不 足 
以 解决 问题 ,它们 结合 在 一 起 却 可 以 完美 地 相 
互补 充 . 我 无 法 理解 我 怎么 会 没有 发 现 
它 , 足 足 有 20 分 钟 我 呆 望 着 它 不 敢 相 信 . 然 后 
到 系 里 转 了 一 圈 , 又 回 到 桌 旁 .人 铺 况 确实 如 此 . 
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我 无 法 控制 自己 ,我 大 兴奋 了 .这 是 我 工作 经 历 
咎 最 重要 的 时 刻 ,我 所 做 的 工作 中 再 也 没有 哪 
一 什 会 具有 这 么 重要 的 意义 .……: 这 是 我 感到 
轻松 的 第 - -个 晚上 .我 把 事情 放 到 第 二 天 再 去 
做 .第 二 天 早晨 我 义 一 次 作 了 核对 ,到 11 点 钟 
时 我 完全 放心 了 .” 

1994 年 10 月 25 日 ,卡尔 .人 鲁 宾 再 次 向 数 
学 界 发 了 电子 邮件 : 

标题 : 费 马 猜 想 的 最 新 情况 

到 目前 为 止 ,2 份 手稿 已 经 宕 出: 

《 模 李 圆 曲线 和 费 马 最 后 定理 》 作 者 : 怀 尔 


斯 

《 某 些 黑 克 代 数 的 环 论 性 质 》 作 者 :泰勒 和 

第 一 篇 论文 (长 ), 除 了 别 的 结论 外 ,宣布 了 
费 蕊 猜想 的 一 个 证 明 , 它 的 关键 一 步 依 赖 于 第 
二 篇 论文 ( 短 ). 

整个 论证 的 概要 与 怀 东 斯 在 剑桥 描述 的 相 
似 . 由 于 不 再 用 欧 控 系 ,新 的 处 理 方法 比 原 来 大 
大 简单 和 快捷 .( 事 实 上 ,在 看 到 这 些 手 稿 之 后 ， 
法 甘 斯 已 对 那 部 分 推导 提供 了 进一步 的 重大 简 
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底 的 数学 稿件 ,最终 发 表 在 《数学 年 刊 ?》(Annals 
of Mathematics) EC1995 年 5 尹 ). 怀 尔 斯 的 名 
字 再 次 出 现在 《纽约 时 报 》 的 头 版 上 ,不 过 这 一 
次 的 标题 K 数 学 家 称 经 典 之 谜 已 解决 》 和 另 一 则 
报道 《宇宙 第 龄 的 发 现 提出 新 的 宇宙 之 谜 》 比 
较 , 有 点 相形 见 纳 . 尺 管 记 者 们 的 热情 稍 有 减 
退 , 但 数学 家 们 并 未 忽视 这 个 证 明 的 巨大 意义 . 
科 兹 认为 "这 个 最 终 的 证 明 可 与 原子 分 裂 或 发 
现 DNA 的 结构 相 比 ,是 人 类 智 刀 活动 的 一 曲 
凯歌 ." 里 贝 特 的 说 法 是 :“ 我 想 假 如 有 人 被 遗弃 
在 一 个 无 人 的 匾 岛 上 ,而 他 只 带 着 这 篇 论文 , 那 
么 他 会 有 大 量 的 精神 食粮 .”1996 年 3 月 , 怀 尔 
斯 和 朗 兰 兹 (Langlands) 分 享 了 10 万 美元 的 沃 
尔 夫 奖 .这 是 和 菲 尔 获奖 齐 各 的 数学 奖 , 但 通常 
授予 一 生 中 对 数学 有 杰出 贡献 的 资深 数学 家 ， 
这 个 奖 给 一 位 站 十 多 岁 的 年 轻 人 尚 属 首次 , 沃 
尔 大 奖 委员 会 认为 , 怀 尔 斯 的 证 明 就 车 本 身 来 
说 是 -个 使 人 震 谅 的 成 就 ,而 同时 它 包 给 纵 心 
按 勃 的 朗 兰 兹 纲领 注 人 了 生命 力 .1997 年 6 月 
27 日 , 怀 尔 斯 收 到 德国 为 费 马 猜 想 设 立 的 价值 
5 万 美元 的 奖金 .1998 年 8 月 ,世界 数学 家 大 会 
在 柏林 举行 .由 于 怀 尔 斯 已 超过 人 菲 尔 获奖 的 40 
岁 年 限 ,大 会 开幕 式 上 破 天 莞 地 为 怀 尔 斯 颁发 
了 一 -项 “特别 贡献 奖 ” :国际 数学 联盟 银牌 (被 数 
论 学 家 查 杰 尔 (D.Zagier) 戏 称 为 “量子 化 的 菲 
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尔 北 奖 "). 人 入 得 到 了 比 会 上 宣布 的 非 尔 兹 奖 新 
得 主 们 更 为 热烈 的 掌声 .第 二 天 他 在 大 会 上 作 
了 题 为 《数论 20 年 》 的 演讲 . 

到 此 为 下 ,再 对 费 马 猜 想 说 更 多 的 话 似乎 
己 属 多 余 . 只 想 对 玉 和 怀 尔 斯 间 时 斐 沃 尔 大 奖 
的 遍 关 效 调 于 上 几 笔 . 朋 兰 效 纲 领 是 -个 宏大 
的 数学 规划 、 看 法 和 哲学 思想 . 它 所 涉及 的 领域 
不 仅 是 数论 ,而 是 几何、 代数 和 分 析 诸 方面 的 融 
全 和 统 -…. 简 言 之 , 朗 兰 兹 纲领 给 出 对 数学 世界 
的 一 种 观点 ;如果 我 们 研究 菜 个 数论 .代数 或 几 
何 的 对 象 5, 并且 我 们 试图 寻找 某 种 解析 函数 
( 称 为 3 的 8 函数 或 上 区 数 ), 使 此 肾 数 的 解析 
村 性 能 反映 5 的 几何 .数论 或 代数 特 引 ,那么 
这 个 函数 应 当 采 源 于 与 S 有 关 的 其 个 群 的 某 
种 自 守 表示 , 邮 它 应 当 对 应 十 模 形 式 的 -一 种 推 
广 : 自 守 形 式 .如 果 详 细 解 释 朗 兰 兹 纲领 , 那 就 
是 另外 一 个 数学 故事 洁 - 
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关于 费 马 猜想 的 书籍 和 介绍 文章 有 许多 
种 .这 里 扒 荐 最 近 出 版 的 两 本 中 文书 籍 . 
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